Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 5 класу

1. Дату можна записувати за такою формою: «ддммрррр». Наприклад 01092011 – це 1 вересня 2011 року; 1 лютого 2010 року було записано – 01022010 – цей запис є паліндромом. Вкажіть найближчу дату в майбутньому, форма запису якої є паліндромом . (Паліндром – запис, який читається однаково як зліва-направо, так і справа-наліво). 

2. Знайдіть найменше шестицифрове число, яке ділиться на 2012 без остачі.
3. В саду у Тані і Віті росло 2012 кущів троянд. Вітя полив половину всіх кущів, і Таня полила половину всіх кущів. При цьому виявилося, що рівно три найкращі кущі полили і Таня, і Вітя. Скільки кущів троянд залишилися не политими?
4. В квадраті 7 х 7 кліток зафарбуйте деякі клітки так, щоб в кожній стрічці і в кожному стовпці виявилось рівно по 3 зафарбованих кліток.
5. Яку цифру треба дописати справа до числа 2 012, щоб отримане число ділилось на 9?
На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

5 клас

1. 21.02.2012 – Двадцять перше лютого дві тисячі дванадцятого року.

2. Найменше шестицифрове число 100 000 при діленні на 2012 дає остачу 1412. Тоді число, яке на 600 більше за 100 000, дає шукану відповідь: 100 600.

3. Вітя полив 1006 кущів, із них 1003 він поливав сам, а три разом з Танею. Так само Таня полила 1006 кущів, з них 1003 вона поливала сама, а 3 разом з Вітею. Тому разом вони полили 1003 + 1003 + 3 = 2009 кущів. Отже, залишилися не политими 2012 – 2009 = 3 кущі троянд. 

Відповідь. 3 кущі.

[image: image1.wmf]M


4. Одна з відповідей:

5. На 9 діляться ті числа, сума цифр яких ділиться на 9. 
Оскільки 2 + 0 + 1 + 2 = 5, то наступна цифра повинна бути 4, бо 
5 + 4 = 9 
[image: image24.png]


 9.

Відповідь. 4.
Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 6 класу

1. Під час зимових канікул 03.01.2011 Надійка помітила, що в записі цієї дати сума перших чотирьох цифр дорівнює сумі останніх чотирьох. Коли в цьому році таке спів падання трапиться в останній раз?
2. Яка перша цифра у найменшому натуральному числі, в якому сума цифр дорівнює 2012 ?

3. На площині розміщено шість точок і декілька прямих так, що через будь-які дві точки проходить деяка з даних прямих, а через кожну точку проходить рівно три з даних прямих. Вкажіть деяке таке розміщення точок і прямих.
4. Маша задумала число. Петя сказав, що воно не менше за 2012, Вася сказав, що воно не більше за 2012, а Толя сказав, що воно дорівнює 2012. Доведіть, що серед цих висловлювань непарне число істинних.

5. До числа 2012 справа дописати три цифри так, щоб отримане число ділилось на 495
На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

6 клас

1. Відповідь. Першого грудня 2011 року (01.12.2011).
2. У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2012 повинно бути використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює 

223 + 1 = 224 цифри (2012 : 9 = 223 (5 остача)).

Отже, шукане число складається з 223 дев’яток і 1 п’ятірки. Серед таких чисел найменшим є число 
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, перша цифра якого дорівнює 5.
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Відповідь. 5.

3. Наприклад, див. малюнок
4. Якщо це число 2012, то істинні всі три висловлювання, а якщо ні – рівно одне з них.

5. 495 = 5⋅9⋅11, тому 2012175 – шукане число (остання цифра – 5, сума цифр на парних місцях дорівнює сумі цифр на непарних місцях і сума всіх цифр числа ділиться на 9).
Відповідь. 2012175.
Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 7 класу

1. Вчитель написав на листку паперу число 20. Тридцять три учні передають листок один одному, і кожен за бажанням додає або віднімає від числа одиницю. Чи може в результаті вийти число 10?
2. Всі натуральні числа від 1 до 1 000 000 записані підряд. Яка цифра стоїть на 2012-му місці?

3. Від числа 2012 відняли найменший з його дільників, який більший за 1. Із отриманої різниці також відняли найменший з його дільників, який більший за 1, і т. д., поки не отримали 0. Скільки всього віднімань було виконано?
4. Чи можна трикутник, два кути якого дорівнюють 15° і 60°, розрізати на три рівнобедрених трикутники?
5. Знайти останню цифру числа 1220 - 2012.
На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

7 клас

1. Відповідь: ні. Вказівка: врахуйте парність.

2. Одноцифрові числа займають 9 місць, двоцифрові – 90 · 2 = 180 місць, а всього разом вони займають 189 місць. Решту 2012 – 189 = 1823 місця займають цифри трицифрових чисел. Оскільки 1823 = 607 · 3 + 2, то 1823-тє місце займають цифри перших 607-и трицифрових чисел і друга цифра 607-го трицифрового числа. Але 607-е трицифрове число є 706 (607 + 99 = 706).

Отже, шукана цифра дорівнює 0.

Відповідь. 0.

3. Найменший дільник числа 2012, який більший за 1, дорівнює 2. Виконавши віднімання, отримуємо 2010. 

Оскільки різниця двох парних чисел є парним числом, то далі весь час буде відніматися двійка, і 0 отримається після 1006 віднімання.

Відповідь. 1016.
4. Так 
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5.  Цифра 6.
Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 8 класу

1. Знайдіть значення дробу 
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, де різні букви - це різні цифри, між буквами стоїть знак множення.
2. Число 1 ділимо «кутом» на 22. Яка цифра стоїть у частці на 2012-му місці після коми?
3. Всі натуральні числа із сумою цифр 2012 впорядкували в зростаючому порядку. Знайти третє число в цьому ряду.
4. В квадрат вписано прямокутник. Сторони прямокутника паралельні діагоналям квадрата. Знайти довжину діагоналі квадрата, якщо периметр вписаного прямокутника дорівнює 2012.
5. Сума семи натуральних чисел дорівнює 400. Чи може їх добуток закінчуватися на 2011?
На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

8 клас

1. Відповідь: Різних букв десять, то серед них є і 0. Але на 0 ділити не можна, то нуль стоїть у чисельнику дробу, тому дріб дорівнює нулю.
2. Маємо 1 : 22 = 0,0454545… . Бачимо, що на кожному парному місці після коми стоїть цифра 4, а на кожному непарному місці – цифра 5. 

Отже, на 2012-му місці після коми стоїть цифра 4. Відповідь: 4.
3. Маємо 2012 : 9 = 223 (ост. 5). Тому 
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 - найменше число із сумою цифр 2012. Наступне число із вказаною властивістю 
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4. Довжина діагоналі квадрата дорівнює половині периметра прямокутника, тобто, 1006.
5. Не може, бо добуток повинен бути парним числом
Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 9 класу

1. Голодні Вінні-Пух і П'ятачок з’їли мед із горщика і стали ситими. Відомо, що мед із горщика легший від голодного П'ятачка, а ситий Вінні-Пух важить стільки ж: скільки два голодних П’ятачка. Хто важить більше: голодний Вінні-Пух чи ситий П'ятачок? Не забудьте обгрунтувати свою відповідь.
2. Обчисліть: 
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3. Корені рівняння х2 + р х + q = 0 є натуральними числами, причому 

р + q = 2011. Знайдіть ці корені.
4. Чи ділиться сума   2 + 22 + 23 + … + 22011 на 3 ?
5. При яких х і у виконується нерівність: 2011 у2 ≥ 88 ху – х2 ?
На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

9 клас

1. Відповідь: голодний Вінні-Пух важить більше.

2. 
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Відповідь: 2009.
3. За теоремою Вієта х1 + х2 = -р і х1 х2 = q, 
тому р + q = х1 х2 - х1 - х2 = х1 (х2 – 1) - х2 + 1 – 1 = 
= х1 (х2 – 1) – (х2 - 1) – 1 = 2011.
Отже, (х1 - 1) (х2 - 1) = 2012. Оскільки 2012 = 2 · 2 · 503, то маємо сукупність систем:
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Відповідь:2 і 2013;  3 і 1007;  5 і 504.
4. Згрупуємо доданки даної суми по два. Отримаємо:
(2 + 22) + (23 + 24) + … + (22009 + 22010) + 22011 =
= 2 (1 + 2) + 23 (1 + 2) + … + 22009 (1 + 2) + 22011 =
= 3 (21 + 23 + … + 22009) + 22011.

Тепер очевидно, що дана сума не ділиться на 3.

5. 2011 у2 ≥ 88 ху – х2;
х2 - 88 ху  +(44у)2 +75 у2 ≥ 0;

(х – 44 у)2 + 75 у2 ≥ 0.

Ця нерівність виконується при будь-яких х і у.
Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 10 класу

1. В школі, де вчиться більше 225, але менше 245 учнів, частина учнів є відмінниками, а інші хорошистами. Після складної контрольної роботи 
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 відмінників стали хорошистами. а хорошисти так і залишились хорошистами за винятком одного чоловіка, який став трієчником. При цьому хорошистів і відмінників стало порівну. Скільки учнів могло бути в школі? Наведіть усі можливі варіанти відповіді.
2. Із чисел від 1 до 2011 викреслюють усі, які діляться на 2 і не діляться на 5, а також усі, які діляться на 5 і не діляться на 2. Скільки чисел залишилося?
3. 1006-й член арифметичної прогресії дорівнює 0. Знайдіть суму перших 2011 членів цієї прогресії.
4. Правильний 2011-кутник розбили діагоналями, які не перетинаються, на трикутники. Доведіть, що серед них тільки один – гострокутний.
5. Відомо, що числа х1, х2, х3, … , х2011 – додатні і їх добуток дорівнює 1. Доведіть, що в такому разі виконується нерівність:
(1 + х1) (1 + х2) … (1 + х2011) ≥ 22011.
На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

10 клас

1. Відповідь: 231 або 241. Розділимо всіх відмінників перед контрольною на 7 рівних груп. Можна вважати, що після контрольної 2 з цих груп стали хорошистами, а інші 5 - залишились відмінниками. Тоді хорошистів у школі стало також рівно 5 груп. Разом кількість відмінників і хорошистів ділиться на 10. Таким чином, з урахуванням трієчника, кількість учнів може бути 231 або 241.

2. Візьмемо перший десяток. У ньому викреслимо числа 2, 4, 5, 6, 8. Залишиться 5 чисел. І так у кожному десятку буде залишатися 5 чисел. Від 1 до 2011 маємо 201 десяток. Отже, залишиться 201 · 5 + 1 = 1006 чисел.
Відповідь: 1006 чисел.
3. Сума дорівнює 0. Оскільки 1006-й член знаходиться посередині перших 2011 членів арифметичної прогресії, то попарні суми рівновіддалених від нього членів будуть дорівнювати 0:
а1 + а2011 = а2 + а2010 = … = а1005 + а1007 = а1006.

Відповідь: 0.
4. Коло, описане навколо правильного 2011-кутника є описаним і для будь-якого з утворених трикутників. 
Оскільки центр кола, описаного навколо правильного 2011-кутника, не належить ніякій діагоналі, то він потрапить усередину якогось одного трикутника. Цей трикутник і буде гострокутним. Усі інші трикутники будуть тупокутними, оскільки центр описаного навколо такого трикутника кола знаходиться зовні нього.
5. За нерівністю Коші для двох невід’ємних чисел:
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Помножимо почленно ліві та праві частини одержаних нерівностей і отримаємо:
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Нерівність доведено.
Комунальна установа

«Мурованокуриловецький районний методичний кабінет» 

Перший етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2011-2012 н. р.

Завдання для учнів 11 класу

1. Вася і Маша одружилися в 1988 році. З тих пір у них народилося четверо дітей, і новий 2011 рік зустрічали вже всі шестеро. За дивними обставинами всі діти народилися 1 вересня. Виявилося, що 1 вересня 2011 року вік найстаршої дитини дорівнює добутку років трьох молодших. Доведіть, що в цій сім’ї є близнята.
2. В старших класах школи навчається 25 учнів, і всі вони люблять математику. Відомо, що 23 учні люблять алгебру, а 21 – геометрію. Скільки учнів цієї школи люблять і алгебру, і геометрію?
3. Знайдіть суму:  1 + 2 · 2 + 3 · 22 + 4 · 23 + … + 2012 · 22011.
4. Розв’яжіть систему в цілих числах:  
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5. Дано трикутник ABC. Точка А1 лежить на продовженні сторони BC за точку С, причому ВС=СА1. Аналогічно будуються точки В1 и С1 (дивіться малюнок). Знайдіть площу трикутника А1В1С1, якщо площа трикутника АВС дорівнює 1.
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На виконання роботи виділяється 1 година.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися електронними засобами забороняється (ноутбуками, мобільними телефонами, калькуляторами тощо)

Відповіді

11 клас

1. Оскільки 2 · 3 · 4 = 24, то вік найстаршої дитини становить 24 роки, але це неможливо, бо 2011 – 1988 = 23. Отже, менші діти мали вік 2, 2, 3, або 2, 2, 4, або 2, 3, 3, або 2, 2, 2 роки.
2. Нехай А – множина учнів, які люблять алгебру, В – множина учнів, які люблять геометрію. Тоді 23 + 21 – 25 = 19 учнів люблять і алгебру, і геометрію.
3. Позначимо шукану суму через S, тобто 
S = 1 + 2 · 2 + 3 · 22 + 4 · 23 + … + 2012 · 22011. 

Тоді 2 S = 1 · 2·  22 + 3 · 23 + 4 · 24 + … + 2012 · 22012
Віднявши від другої рівності першу, дістанемо:
S = 2012 · 22012 – (1 + 2 + 22 + 23 + … + 22011).
У дужках маємо геометричну прогресію, у якої b1 = 1, q = 2, п = 2012.

Отже, 
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Відповідь: S = 2011 · 22012 + 1.

4. Віднімемо від другої рівності першу. Отримаємо:
(х + у z) – (х у + z) = 2012 – 2011;

х – х у + у z – z = 1;
х (1 - у) + z (у - 1) = 1;

(х - z) (1 - у) = 1.

Оскільки х, у, z – цілі числа, то можливі два випадки:
1) х – z = 1 і 1 – у = 1, звідки у = 0, х = 2012, z =2011;
2) х – z = -1 і 1 – у =-1, звідки у = 2, але х і у при цьому не є цілими числами.
Відповідь: 2012; 0; 2011.
5.  7 кв. од.
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