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Навчально-методичний посібник розроблено для підготовки учнів 3-11 класів до математичних конкурсів, олімпіад, турнірів, зокрема до конкурсів «Золотий ключик», «Кенгуру». Ця розробка адресована тим, хто хоче навчитися розв’язувати задачі олімпіадної математики та навчити цього своїх учнів. Вона написана на основі багаторічного досвіду підготовки учнів до участі в районних і обласних математичних олімпіадах та конкурсах і здобуття ними перемог.

Мета цієї розробки – надати вчителям, учням конкретну допомогу в розвитку вміння розв’язувати задачі даного напрямку. До більшості задач дано відповіді та повні їх розв’язання. Однак хочу попередити Вас, що читання розв’язань принесе малу користь, якщо перед цим Ви не витратите достатньо свого часу, спробувавши розв’язати задачу самостійно.
В посібнику пропонуються нестандартні завдання з новорічного балу, які, на думку автора, поліпшують якість знань, розвивають пізнавальну діяльність та творчу ініціативу дітей. Це свого роду бенефіс числа 2011, де в кожній задачі воно виступає головною дійовою особою. Символічно те, що кожна категорія містить теж по 11 задач. Використання таких вправ сприятиме вихованню в учнів інтересу до вивчення математики, розвитку інтелектуальних здібностей та відкриттю творчого потенціалу школярів.

Буду вдячний всім, хто запропонує свої зауваження щодо створення даної розробки.
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 Передмова

Юний друже!

Розвиток логічного мислення – одне з основних завдань вивчення математики. Яку б професію в майбутньому ти не обрав би, тобі потрібно з шкільної парти навчитися правильно і швидко міркувати, аргументувати розв’язання задач та отриманий результат, формулювати задачі і творчо підходити до їх вирішення, самостійно поповнювати багаж знань.

Для того щоб спортсмен досяг високих результатів, йому потрібні систематичні тренування. А для того щоб ти навчився розв’язувати задачі – тобі теж потрібні систематичні тренування у розв’язуванні різних типів задач.

Запропоновані задачі є доповненням до окремих тем шкільного курсу. Розв’язування цих задач підвищить твій інтерес до вивчення математики, сприятиме розвитку твоїх математичних здібностей.

Шановний колего!

Як відомо, інтерес до математики і математичні здібності виявляються в ранньому віці. Значну роль у їх розвитку відіграє систематичне розв’язування задач, які можуть захопити юних математиків і породжувати прагнення до самостійних досліджень. Саме такі задачі й пропонують на математичних олімпіадах. Серед них часто зустрічаються «новорічні» задачі, умова яких часто зрозуміла навіть учням молодших класів, проте розв’язування потребує кмітливості та винахідливості.

Мета даних рекомендацій – допомогти вчителям математики підготувати учнів до участі в олімпіадах та математичних конкурсах. 
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Ця добірка адресована тим, хто хоче навчитися розв’язувати нестандартні математичні задачі. Вона написана на основі багаторічного досвіду підготовки школярів до участі в математичних олімпіадах різних рангів і здобуття ними перемог.

Кожен блок складається із задач та розв’язків, вказівок та відповідей до них. Це дає можливість використовувати добірку й тим, хто навчатиметься цьому самостійно.
Сподіваюся, що матеріали збірки Ви, шановні колеги, будете використовувати не тільки на шкільних олімпіадах, але й на щоденних уроках математики. Адже, як казав великий А. Ейнштейн, «вміє вчити той, хто вчить цікаво».
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3-4 класи

1. Обчислити:     2011 – 201 + 20 – 2.

А: 1788            Б: 1808            В: 1828           Г: 1832           Д: 2230

Відповідь. 1828.

2. Яке з наведених чисел непарне?

А: 2011            Б: 2 + 0 + 1 + 1            В: 201 – 1           Г: 20 х 11           Д: 201 + 1

Відповідь. 2011.
3. Конкурс «Кенгуру» в Європі проводиться кожного року, починаючи з 1991. У 2011 році конкурс «Кенгуру» проводиться:

А: 18-й раз          Б: 19-й раз            В: 20-й раз           Г: 21-й раз           Д: 22-й раз

Відповідь. 21- раз.
4. Яким буде перше після 2011 ціле число з тією самою сумою цифр?
А: 2012            Б: 2020            В: 2100           Г: 2110           Д: 2200

Розв’язання
Сума цифр числа 2011 дорівнює 4. Серед відповідей з такою сумою цифр є числа 2020,  2101,  2110,  2200. Найменше з них є 2020. 

Відповідь. 2020.
5. Через скільки років після 2011 року вперше настане рік з тією самою сумою цифр, але з іншим їх добутком?

А: 9            Б: 89            В: 101           Г: 109           Д: ніколи

Відповідь. Ніколи.
6. Скількома способами можна отримати число 2011, рухаючись вздовж стрілок на рисунку?                 2 → 0 → 1 → 1

↓     ↓       ↓

0 → 1 → 1

↓      ↓

1 → 1

↓

1

А: 12            Б: 11            В: 10           Г: 8           Д: 6

Відповідь. 8.

7. У марафонському забігу брало участь 2011 осіб. Кількість осіб, яких випередив Ігор, вдвічі більша, ніж кількість осіб, які випередили Ігоря. Яке місце зайняв Ігор у забігу?

А: 670            Б: 671            В: 672           Г: 1340           Д: 1341

Розв’язання

Нехай кількість осіб, які випередили Ігоря, становить х, тоді кількість осіб, яких випередив Ігор, дорівнює 2х.

Тоді     х + 2х + 1 = 2011;

3х = 2010;

х = 670.

Отже, Ігор зайняв 670 + 1 = 671 місце.

8. Скільки разів за добу між 00.00 і 23.59 електронний годинник показує всі чотири цифри 2, 0, 1, 1 у будь-якій послідовності ? 

А: 11            Б: 12            В: 13           Г: 14           Д: 15

Розв’язання

Можливі випадки: 01.12;    01.21;    02.11;   10.12;    10.21;    11.02;    11.20;     12.01;    12.10;    20.11;     21.01;    21.10 .

Відповідь. 12 разів.
9. Павло пронумерував картки підряд числами від 1 до 2011. Потім викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Після цього Павло перенумерував числами від 1 ті, що залишилися, і знову викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Скільки карток залишилось?

А: 102            Б: 201            В: 1629           Г: 1810           Д: 2011

Розв’язання

Порахуємо, скільки чисел від 1 до 2011 закінчуються нулем. Серед одноцифрових таких чисел немає. Серед двоцифрових чисел – 9. Серед трицифрових чисел – 90. Серед чисел від 1000 до 2011 – 102 числа. 

Разом 9 + 90 + 102 = 201 число. Відкинувши 201 картку і пронумерувавши їх ще раз від 1 до 1810  (2011 – 201 = 1810) Павло відкинув ще 181 картку, після чого у хлопця залишилось 1629 карток.

Відповідь. 1629 карток.

10. З натуральним числом дозволяється виконувати дії:

1) дописати в кінці цифру 4;

2) дописати в кінці цифру 0;

3) поділити на 2 (якщо число парне).

Чи можна за допомогою цього ігрового автомата із числа 4 отримати число 2011?

Розв’язання

Для того щоб із числа 4 отримати число 2011, спробуємо отримати з числа 2011 число 4 за допомогою зворотних операцій:

А) закреслення цифри 4 в кінці;

Б) закреслення цифри 0 в кінці;

В) множення числа на 2.

2011 → 4022 → 8044  → 804 → 80 → 8 → 16 → 32 → 64 → 6 → 12 → 24 → 2 → 4.

Прочитавши цю послідовність чисел від кінця до початку, робимо висновок, що можна.
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Відповідь. Можна.

11. Частка від ділення 20112011 на 2011 дорівнює :

А: 11          Б: 101            В: 1001               Г: 10001

Д: числу, відмінному від запропонованих.

Розв’язання

20112011 : 2011 = 10001.

Відповідь. 10001.

5 клас 

1. Обчислити:   201120112011 · 2010 – 201020102010 · 2011.

А: 0            Б: 1            В: 2           Г: 3           Д: 4

Розв’язання

201120112011 · 2010 – 201020102010 · 2011 = 2011 · 2010 (100010001 - 100010001) = 0.
Відповідь. 0.

2. Скільки існує способів замінити зірочки знаками «+», «-» або «х» у рівності 

2 * 0 * 1 * 1 = 1, щоб вона стала правильною?

А: 1            Б: 2            В: 3           Г: 4           Д: 5
Відповідь. 5 способів.
3. Яка перша цифра у найменшому натуральному числі, в якому сума цифр дорівнює 2011 ?

А: 1            Б: 2            В: 3           Г: 4           Д: 5

Розв’язання

У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2011 повинно бути використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює 

223 + 1 = 224 цифри (2011 : 9 = 223 (4 остача)).

Отже, шукане число складається з 223 дев’яток і 1 четвірки. Серед таких чисел найменшим є число, перша цифра якого дорівнює 4.

Відповідь. 4.

4. Один хлопчик сказав, що 1 січня 2011 року різниця між числами прожитих ним місяців і прожитих ним повних років дорівнює 111. Коли народився цей хлопчик?

Розв’язання

Нехай хлопчик прожив х років та у місяців. Тоді він прожив 12 х + у місяців, і тому 12 х + у – х = 111, тобто 11 х + у = 11 · 10 + 1.

Оскільки у < 12, то у = 1, х = 10.

Отже, хлопчик народився 1 грудня 2000 року. 

Відповідь. 1 грудня 2000 року.

5. Плитка шоколаду складається з 20 х 11 квадратних частин. Плитка розламується по прямих, які ділять частини, до тих пір, поки не отримають 220 окремих частин. Скільки разів треба ламати плитку?

А: 110            Б: 119            В: 120           Г: 219           Д: 220

Розв’язання

При кожному розламуванні по прямих, які ділять частини отримають на 1 кусок більше. Тому доведеться розламувати 219 разів.

Відповідь. 219 разів.

6. Андрійко рве газету на 8 частин, після чого одну із одержаних частин рве ще на 8 частин, і т.д. Чи зможе він у такий спосіб розірвати газету на 2011 частин?

Розв’язання

Після кожного кроку число частин збільшується на 7, тобто після п кроків буде    1 + 7п частин. Рівняння 1 + 7п = 2011 цілих коренів не має (7п = 2010; а число 2010 на 7 не ділиться). Тому на зможе.        Відповідь. Ні, не зможе.
7. В ящику є 2011 червоних, зелених, жовтих і синіх кульок. В темноті хлопчик хоче вибрати з ящика 10 кульок одного кольору. Яку найменшу кількість кульок йому треба вийняти з ящика, щоб серед них було не менше 10 кульок одного кольору?

А: 36            Б: 37            В: 38           Г: 39           Д: 40

Відповідь. 37, бо 9 · 4 = 36.

8. Розглянемо число 20112011…, що складається з 2011 цифр. Трьома останніми цифрами цього числа є …

Розв’язання

У числі 20112011… можна виділити групи по 4 цифри 2011, що повторюються одна за одною. Оскільки число 2008 ділиться на 4, то на 2008-му місці буде стояти остання цифра з вказаної четвірки, тобто цифра 1, на 2009-му місці – перша цифра з цієї четвірки, тобто 2, на 2010-му місці – цифра 0, а на 2011-му місці – цифра 1. Відповідь. 201.

9. Всі натуральні числа від 1 до 1 000 000 записані підряд. Яка цифра стоїть на 2011-му місці?

А: 5            Б: 6            В: 7           Г: 8           Д: 9

Розв’язання

Одноцифрові числа займають 9 місць, двоцифрові – 90 · 2 = 180 місць, а всього разом вони займають 189 місць. Решту 2011 – 189 = 1822 місця займають цифри трицифрових чисел. Оскільки 1822 = 607 · 3 + 1, то 1822-ге місце займають цифри перших 607-и трицифрових чисел і перша цифра 607-го трицифрового числа. Але 607-е трицифрове число є 706 (607 + 99 = 706).

Отже, шукана цифра дорівнює 7.

Відповідь. 7.

10. На дошці записані числа 20 і 11. Дозволяється записувати нові числа, які дорівнюють сумі будь-яких двох наявних вже чисел. Довести, що цей спосіб побудови послідовності чисел може привести до написання числа 2011.

Розв’язання

20 · 45 + 11 · 101 = 900 + 1111 = 2011. Наведений приклад доводить дане твердження.

11. В посудині лежать 2010 білих і 2011 чорних куль. Крім того, є необмежений запас білих куль. Два гравці грають таку гру: перший гравець бере з посудини кулю, після чого другий гравець бере з посудини будь-яку з решти куль. Якщо кулі, взяті гравцями, різних кольорів, то білу кулю відкладають в сторону, а чорну повертають в посудину. В іншому випадку обидві взяті кулі відкладають в сторону, а в посудину кладуть білу кулю із запасу.

Гру закінчують тоді, коли після чергового ходу, в посудині залишиться одна куля. Якщо ця куля біла, то виграє перший гравець, якщо чорна – то другий. 

Хто виграє при правильній грі?

Розв’язання

Парність кількості чорних куль в посудині після кожного ходу не змінюється. Тому остання куля завжди буде чорною.

Відповідь. Виграє другий гравець.

6 клас 

1. Яке із запропонованих чисел кратне 3 ?

А: 2011        Б: 2 + 0 + 1 + 1        В: (2 + 0) · (1 + 1)        Г: 20 + 11        Д: 20 - 11

Відповідь. 20 - 11

2. До числа 2011 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб отримане шестицифрове число ділилося націло на 3.

А: 1            Б: 3            В: 6           Г: 7           Д: 9

Розв’язання

Треба дописати цифру 1, бо 1 + 2 + 0 + 1 + 1 + 1 = 6, а 6 
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 3.
3. Скільки існує натуральних чисел, які не перевищують 2011 і мають суму цифр, кратну 5?
Розв’язання

Серед чисел кожного десятка, який починається числом з останньою цифрою 0 і закінчується числом з останньою цифрою 9, є рівно два потрібних нам числа з сумою цифр, кратною 5: 14,  19,  23,  28,  32,  37, ... . Таких повних десятків набирається 200, і, крім того, перший десяток містить потрібне число 5, а всього чисел набирається 2·200+1=401

Відповідь. 401.

4. Яку цифру треба дописати справа до числа 2 011, щоб отримане число ділилось на 9? 

Розв’язання

На 9 діляться ті числа, сума цифр яких ділиться на 9. Оскільки 2 + 0 + 1 + 1 = 4, то наступна цифра повинна бути 5, бо 4 + 5 = 9 
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 9.

Відповідь. 5.
5. Які дві  цифри треба дописати справа до числа 2011, щоб отримане число ділилося на 101 ?

Розв’язання

Оскільки 201100 = 101∙ 1991 + 9, то 201192 ділиться на 101, і, отже до числа 2011 треба дописати цифри 9 і 2. Будь-яка інша пара цифр не буде розв’язком задачі, в супротивному випадку між числами 201100 і 201200 існували б два числа, які діляться на 101, а тоді їх різниця ділилась би на 101, чого не може бути.
Відповідь. 9 і 2.

6. Пароплави першої лінії відправляються з порту через кожні 12 днів, а другої – через 21 день. 1 січня 2011 року два пароплави обох ліній вийшли з одного й того ж порту одночасно. Знайдіть найближчий день, коли обидва пароплави знову вийдуть одночасно з порту.

Розв’язання

Знайдемо НСК (12 і 21)= 84. Через 84 дні знову пароплави вийдуть з порту одночасно. 2011 рік – не високосний. Тому лютий має 28 днів, а січень – 31 день. 84 = 31 + 28 + 25. 
Отже, обидва пароплави знову одночасно вийшли з порту 25 березня 2011 року. 

Відповідь. 25 березня 2011 року.

7. На дошці записані числа від 1 до 2011. Хлопчик підкреслив всі числа, які діляться на 2, потім – ті, що діляться на 3, і після того – ті, що діляться на 4. Скільки чисел хлопчик підкреслив тільки двічі?

А: 168            Б: 335            В: 503           Г: 1009           Д: 1010

Розв’язання

Якщо число ділиться на 4, то воно буде підкреслене два рази, оскільки ділиться і на 2, і на 4. З цього ряду треба викинути ті числа, які діляться на 3: 

4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, … , тобто кожне третє число. 

Усіх чисел, кратних чотирьом від 1 до 2011 є 502, з них 167 ділиться і на 3. Тому залишилося 335 чисел.

Далі треба порахувати кількість таких чисел, які діляться і на 2, і на 3, тобто на 6, але лише виду 6 · (2k - 1), де k – натуральне число: 6 · 1, 6 · 3, 6 · 5, … , 6 · 335.Таких чисел є 168. Разом 335 + 168 = 503.
Відповідь. 503.

8. У скількох простих чисел, менших від 2011, сума цифр дорівнює 2?

А: 1            Б: 2            В: 3           Г: 4           Д: більше, ніж у чотирьох

Розв’язання

Випишемо всі числа, які менші від 2011, сума цифр яких дорівнює 2. Це 2, 11, 20, 101, 110, 200, 1001, 1010, 1100, 2000. Зрозуміло, що ті серед них, у яких остання цифра рівна 0 є складеними, оскільки діляться принаймні на 2. Серед решти простими є числа 2, 11 і 101. (1001 = 7 · 143).

Відповідь. 3 числа.

9. Скількома способами можна записати число 2011 у вигляді суми двох простих чисел?

А: 0            Б: 1            В: 2           Г: 3           Д: більше 3

Розв’язання

Сума двох чисел непарна тоді, коли один з доданків парне число, а інше – непарне. Оскільки існує тільки одне парне просте число 2, то 2011 = 2 + 2009, але число 2009 складене (ділиться на 7). Тому немає жодного способу.

Відповідь. 0.

10. Петрик перемножив перші 2011 простих чисел. Скількома нулями закінчується добуток?

А: 0            Б: 1            В: 10           Г: 20           Д: 100

Розв’язання

Один нуль дістаємо, коли 2 · 5. Більше нулів немає.

Відповідь. 1.

11. Олег має 2011 однакових квадратиків. Складаючи їх сторона до сторони, він утворює суцільний прямокутник. Скільки різних прямокутників можна утворити таким чином?

А: 1            Б: 2            В: 3           Г: 4           Д: 10

Розв’язання

2011 - просте число, тому з 2011 кубиків ми можемо утворити один прямокутник розміром 1 х 2011.

Відповідь. 1.
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7 клас 

1. Розшифрувати ребус:    К І Т 2 = З А Є Ц Ь, де різним буквам відповідають різні цифри.
Відповідь. 2092  = 43681,  2592 = 67081.

2. До числа 2011 дописати справа три різні цифри, які не входять в дане число, і закреслити дві цифри так, щоб отримати найбільше число. Чому дорівнює різниця між даним і отриманим числами?

Розв’язання

2 0 1 1 9 8 7. 2011 – 1987 = 24.

Відповідь. 24.

3. Знайти знаменник дробу 
[image: image7.wmf]11

20

2011

2010

...

3

2

1

×

×

×

×

×

 після його скорочення.

Розв’язання

Оскільки в чисельник входять множники 20; 40 = 20 · 2; 60 = 20 · 3; 80 = 20 · 4; …; 

2000 = 20 · 100, то чисельник ділиться на 20100, а значить і на 2011. Тому після скорочення дробу вийде ціле число.
Відповідь. 1.

4. До числа 2011 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб отримане шестицифрове число ділилося націло на 8.

Розв’язання

220112 : 8 = 27514.

Відповідь. Цифру 2. 

5. Якою цифрою закінчується число 220 + 211 ?
А: 0            Б: 2            В: 4           Г: 6           Д: 8

Відповідь. Цифрою 4.

6. Якою цифрою закінчується число 2011 + 1120 ?
А: 0            Б: 1            В: 3           Г: 4           Д: 5

Відповідь. Цифрою 1.

7. Довести, що число 92011 + 1 не ділиться на 100. 

Доведення

Доведемо, що друга цифра числа  92011 + 1 не нуль, тобто, що число 92011 не закінчується цифрами 99. 

Відомо, що останні дві цифри добутку визначаються останніми двома цифрами множників. Випишемо останні дві цифри перших одинадцяти степенів дев’ятки :
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	09
	81
	29
	61
	49
	41
	69
	21
	89
	01
	09


Оскільки 911 закінчується тими самими цифрами, що й 91, то надалі піднесення дев’ятки до степеня ця послідовність буде періодично повторюватися з періодом 10. Отже, останні дві цифри числа 92011  такі самі, як і в числа 91, тобто 09, а число 92011 + 1 закінчується на 09, тобто одним нулем.
8. Чи ділиться число  72011 – 2011 на 5 ?

Розв’язання

72011 = 72008  · 73 = 74 · 502  · 343 = (2401)502  · 343.

2401п – закінчується цифрою 1. Відповідно число 2401502  · 343 закінчується на 3. Тому 72011 – 2011 закінчується цифрою 2, а отже, не ділиться на 5 ?

Відповідь. Не ділиться.
9. Довести, що число 20112011 + 4 – складене.

Розв’язання

Число 20112011 закінчується цифрою 1, тому число 20112011 + 4 закінчується цифрою 5, тобто воно кратне 5.
10. Яке найменше невід’ємне число можна отримати шляхом розстановки знаків «+» і «-» між числами 1; 2; 3; 4; …; 2009; 2010; 2011 ?

Розв’язання

Очевидно, що результат буде цілим числом, причому парним (1005 парних чисел і 1006 непарних).

Якщо в четвірці чисел п, п + 1, п + 2, п + 3 розставити знаки таким чином:

п – (п + 1) – (п + 2) + (п + 3), то в сумі вийде 0. Розставимо таким способом знаки в четвірках: (4; 5; 6; 7), (8; 9; 10; 11), …, (2008; 2009; 2010; 2011), а між четвірками поставимо знаки «+». Значення такої суми дорівнює 0. Залишається поставити знаки «+» і «-» між числами 1, 2 і 3. Маємо 1 + 2 – 3 = 0.

Отже, значення всього виразу дорівнює 0.

Відповідь. 0.

11. Скільки існує шестизначних чисел, які починаються з 2011 і діляться на 2, 3, 4, 5 і 6 ?

Відповідь. Два числа: 201120 і 201180.
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8 клас 

1. В рівності 2011 + 210 = 210 + 1197 пересунути дві цифри так, щоб вийшла правильна рівність.

Розв’язання

Легко перевірити справедливість рівності 2011 + 210 = 210 + 1197.
           2221 = 1024 + 1197

2.  Довести, що число ( 22011 – 1 )( 22011 + 1 ) кратне 3.

Доведення

Із трьох послідовних натуральних чисел 22011 – 1,   22011 ,   22011 + 1 одне обов’язково кратне 3.   22011 не ділиться на 3. Отже, одне із двох чисел   22011 – 1  або   22011 + 1  ділиться на 3, а значить, і їх добуток ділиться на 3.

3. Дано рівняння 20х + 11у = 2011. Знайти х+ у.

А: 20            Б: 31            В: 101           Г: 201           Д: 211

Розв’язання

х = 100, у = 1, тоді х+ у =100 + 1 = 101.
Відповідь. 101.

4. Знайти натуральні розв’язки рівняння а2 b – 1 = 2011 ?

Розв’язання

Запишемо дане рівняння у вигляді а2 b = 2012 = 22 · 503. Існує тільки один повний квадрат, що є дільником добутку 22 · 503. Отже, 22 · 503 – 1 = 2011.

Відповідь. а = 2, b = 503.
5. До числа 2011 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб отримане шестицифрове число ділилося націло на 7.

Розв’язання

620116 : 7 = 88588. Треба дописати цифру 6.

Відповідь. Цифру 6. 

6. Знайти остачу від ділення 92011 на 8.

Розв’язання

При діленні числа 9 на 8 маємо в остачі 1. Але 12011 = 1. Тому остача від ділення 92011 на 8 дорівнює 1.

Відповідь. 1.

7. Чи існує натуральне число, десятковий запис квадрата якого закінчується на 2011 ?

Розв’язання

Цифрою 1 закінчуються квадрати чисел, остання цифра яких 1 або 9, тобто чисел виду 10а + 1 або 10а – 1, де а 
[image: image8.wmf]Î

 N.
Оскільки (10а ± 1)2 = 100 а2 ± 20 а + 1, то передостання цифра цього числа є парна. А в числі 2011 в розряді десятків є цифра 1, тобто непарна.

Відповідь. ні, не існує.

8. Чи може сума цифр натурального числа, що є точним квадратом, дорівнювати 2011?

Розв’язання

Якщо сума цифр числа п2 (п 
[image: image9.wmf]Î

 N) дорівнює 2011, то вона не ділиться на 3, тобто при діленні на 3 дає остачу 1 або 2. Тоді п2 при діленні на 3 дає остачу 1. Число 2011 при діленні на 3 дає в остачі 1. Тоді сума цифр може дорівнювати 2011.

Відповідь. Може.

9. Визначити дві останні цифри числа 22011.

Розв’язання

Знайдемо послідовність остач від ділення на 100 чисел виду 2п . Вона має вигляд:

2; 4; 8; 16; 32; 64; 28; 56; 12; 24; 48; 96; 92; 84; 68; 36; 72; 44; 88; 76; 52; 04; … .

Бачимо, що, починаючи з другої остачі 4 для п = 22, остачі від ділення повторюються з періодом 20.

Оскільки 2011 при діленні на 20 дає остачу 11, то останні дві цифри числа 22011 такі ж, як дві останні цифри числа 22011, тобто 4 і 8.

Відповідь. 4 і 8.

10. Чому дорівнює х – у, якщо 

х = 12 + 22 + 32 + … + 20112 і у = 1 · 3 + 2 · 4 + … + 2010 · 2012 ?

А: 0            Б: 1            В: 2010           Г: 2011           Д: 2012

Розв’язання

у = (2 - 1) · (2 + 1) + (3 - 1) · (3 + 1) + … + (2011 - 1) · (2011 + 1) =

= 22 + 32 + … + 20112 – 
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Тому х – у = 12 + (
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) = 2011.

Відповідь. 2011.

11. Знайдіть остачу від ділення 2010 · 2011 · 2012 + 20112 на 7.

Розв’язання

При діленні на 7 число 2010 дає в остачі число 1; число 2011 – дає в остачі 2; число 2012 – дає в остачі 3. Тому даний вираз при діленні на 7 дасть таку саму остачу, як і 

1 · 2· 3 + 23 = 14, тобто 0.

[image: image88.jpg]


Відповідь. 0.

9 клас 

1. Якою цифрою закінчується число 22! + 11!.

Відповідь. 0.

2. Довести, що число 
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 є натуральним.

3. Скільки додатних цілих розв’язків (х; у), х < у, має рівняння х + у + х у = 2011 ?

Розв’язання

х + у + х у + 1 = 2012;

х (1 + у) + (у + 1) = 2012;

(х + 1) (у + 1) = 2012;

2012 = 22 · 503.

Кількість дільників числа 2012, відмінних від 1 і 2012, є 23 – 2 = 8 – 2 = 6. Стільки ж пар (х; у) 
[image: image13.wmf]Î

 N очевидно, задовольняють співвідношення в умові задачі.

Кількість таких пар, що задовольняють додаткову умову х < у, є 6 : 2 = 3.

Відповідь. 3.

4. Знайти таке ціле число х, для якого х2 + 2011 є квадратом цілого числа.

Розв’язання

Нехай х2 + 2011 = у2, тоді х2 – у2 = 2011;

(х - у) (х + у) = 2011.

Число 2011 – просте, тому 
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2х = 2012;              2х = 2012;           2х = -2012;              2х = -2012;

х1 = 1006,               х2 = 1006,            х3 = -1006,               х4 = 1006,

у1 = 1005;               у2 = -1005;          у3 = -1005;                 у4 = 1005.

Отже, число х може дорівнювати 1006 або -1006.

Відповідь. 1006; -1006.
5. Знайти цифру десятків числа 20112011.
Розв’язання

Якщо відстежити дві останні цифри остач, то будемо мати таку послідовність: 21, 31, 41, 51, 61, 71 81, 91, 01, 11, а далі вони зациклюються. 

2011 має при діленні на 10 остачу 1, то маємо остаточну відповідь 21.

Відповідь. цифра 2.

6. Числа 22011 і 52011 записані одне за одним. Скільки цифр має отримане таким чином число?
Розв’язання

22011 · 52011 = (2 · 5)2011 = 102011 =  
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Відповідь. 2012 цифр.

7. Чи можна числа 1, 2, 3, … , 2010, 2011 записати  в такому порядку, щоб сума будь-яких двох чисел, які записані через одне число, ділилась без остачі на 7 ?

Розв’язання

Сума всіх натуральних чисел від 1 до 2011 не ділиться на 7. Тому не можна.

Відповідь. Не можна.

8. Знайти найбільший дільник числа 32011 + 6, який менший від цього числа.

А: 32010 + 3            Б: 32010            В: 32010 + 2           Г: 3           Д: 32011
Розв’язання

Помічаємо, що число дорівнює добутку свого найменшого дільника (відмінного від 1) на найбільший. Найменший дільник тут 3, бо 32011 + 6 = 3 · (32010 + 2).

Отже, найбільший дільник 32010 + 2.

Відповідь. 32010 + 2.

9. До числа 2011 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб отримане шестицифрове число ділилося націло на 47.

Розв’язання

920119 : 47 = 19577. Треба дописати цифру 9.

Відповідь. Цифру 9. 

10. На аркуші паперу розташовані 2011 точок, які є вершинами правильного 2011-кутника. Двоє гравців по черзі з’єднують ці точки відрізками. За один хід дозволяється з’єднати будь-які дві точки так, щоб проведені відрізки не перетиналися. Програє той, у кого немає ходу. Хто виграє при правильній грі: перший гравець чи його суперник?

Розв’язання

Кожна проведена діагональ збільшує на одиницю число многокутників, на які розбивається даний 2011-кутник, при цьому загальне число сторін цих многокутників збільшується на 2 (проведена діагональ називається двічі). Гра завершується, коли даний многокутник буде поділений на трикутник.

Якщо загальне число ходів становить х, то трикутників буде х + 1. Загальне число їх сторін дорівнює 3 (х + 1)2011 + 2х.

Дістаємо рівняння: 2011 + 2х = 3 (х + 1), тобто х = 2008.

Число ходів парне, тому останній хід зробить другий гравець.

Відповідь. Виграє другий гравець.

11.Знайти такі п’ятицифрові числа, які діляться на 2011, причому всі п’ять цифр різні? (Цифри шуканого числа відрізняються від цифр 0, 1 і 2).

Відповідь. 68374 і 86473.

10 клас 

1. Знайти останню цифру десяткового запису числа 
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Відповідь. 1. 

2. Перше число а, друге число b, третє число дорівнює різниці між другим і першим, четверте – різниці між третім і другим і т.д. Яке число стоїть на 2011-му місці?

Розв’язання

Послідовність чисел має вигляд: а, b, b – а, - а, - b, а – b, а, b, b - а, тобто періодична з періодом 6. 

Оскільки 2011 = 6 · 335 + 1, то на 2011-му місці стоїть число а.

Відповідь. а.
3. Обчислити значення виразу 
[image: image20.wmf]3
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 для п = 2011.

Розв’язання

Дужки з кожного доданка чисельника число 8, а з кожного доданка знаменника – число 27. 

Одержимо: 
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Відповідь. 
[image: image22.wmf]3
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4. Скільки існує семицифрових чисел, які починаються з 2011 і діляться на 6, 7, 8 і 9 ?

Відповідь. Одне число, це 2011464.

5. До простого числа 2011 справа і зліва дописати одну й ту саму цифру, щоб отримане число було знову простим.

Відповідь. 320113 – просте число.

6. На дошці записані числа 1, 2, 3, …, 19, 20. Дозволяється будь-яку пару чисел х та у витерти, а замість них записати число х + у + 5ху. Чи можна наприкінці одержати число 2011?

Розв’язання

Сума всіх записаних спочатку чисел ділиться на 5, і ця властивість не змінюється під час виконання даної операції.
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Оскільки число 2011 на 5 не ділиться, то це число отримати неможливо.
Відповідь. Ні, не можна.

7. Скільки одиниць в записі числа: 
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Розв’язання
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Відповідь. 2011 одиниць.
8. В десятковому записі числа 
[image: image26.wmf]14
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 закреслили 2011-у цифру після коми. Що більше: одержане число чи 
[image: image27.wmf]14
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Розв’язання

Оскільки 
[image: image28.wmf])

714285

(

0
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0
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1

=

, то 2011-а цифра після коми є цифра 5. 

Дійсно 2011 : 6 = 335 (1 ост.). Якщо врахувати цифру 0 в розряді десятих, то одержуємо цифру 5.

Якщо ж цифру 5 закреслити, то на її місці опиниться цифра 7. Тому одержане число буде більше.
Відповідь. Одержане число.

9. Довести, що дріб 
[image: image29.wmf]2011

2010

 не можна подати у вигляді суми двох дробів з меншими знаменниками.
Доведення

Припустимо супротивне: 
[image: image30.wmf]2011
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. Тоді 
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або 2011 (а d + b с) = 2010 b d.
Тому b d ділиться на 2011.

Оскільки число 2011 – просте, то хоча б одне з чисел b або d ділиться на 2011, а значить, не менше від 2011.

Отже, дріб 
[image: image32.wmf]2011
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 не можна подати у вигляді суми двох дробів з меншими знаменниками.
10. Розв’язати рівняння 
[image: image33.wmf][
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 - найбільше ціле число, яке не перевищує а.
Розв’язання

Нехай п ≤ х < п + 
[image: image35.wmf]2
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, п 
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Z,
Тоді п + 2п = 2011,
3п = 2011,
п 
[image: image37.wmf]Ï

 Z. 
Нехай п + 
[image: image38.wmf]2

1

 ≤ х < п + 1, п 
[image: image39.wmf]Î

 Z, тоді маємо, що п + 2п + 1 = 2011. Звідси 3п = 2010, п = 670.
Відповідь. 670,5 ≤ х < 671.
11. Скількома нулями закінчується число, яке дорівнює добутку всіх натуральних чисел від 1 до 2011 включно?

А: 498            Б: 499            В: 500           Г: 501           Д: 502

Розв’язання

Кількість нулів, якими закінчується число N  = 1 · 2 · 3 · … · 2011, дорівнює кількості пар множників 2 і 5, які можна утворити після розкладу числа N на прості множники. Тому треба підрахувати, скільки разів множник 5 входить в такий розклад:
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= 402 + 80 + 16 + 3 = 501 раз.
Множників числа 2 буде ще більше. 

Відповідь. 501 нуль.
11 клас 

1. В трійковій системі числення число виглядає так: 2011. Який вигляд воно має в десятковій системі числення?
А: 56            Б: 57            В: 58           Г: 59           Д: 60
Розв’язання

20113 = 2 · 33 + 0 · 32 + 1 · 31 + 1 · 30 = 54 + 0 + 3 + 1 = 58.
Відповідь. 58.
2. Виконати дію додавання над числами, які записані в трійковій системі числення:
20 + 11.

А: 22            Б: 100            В: 101           Г: 102           Д: 110
Розв’язання

203 = 6 і 113 = 4, тому 203 + 113 = 1013.
Відповідь.1013.
3. Знайти всі розв’язки рівняння 2011х – 2010х = 1.
Розв’язання

Запишемо рівняння у вигляді 
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Функція в лівій частині рівняння зростає, а в правій частині спадає. Тому рівняння має не більше одного кореня.

Помічаємо, що х = 1 є коренем рівняння.

Відповідь. 1.
4. Скільки існує нескоротних дробів із чисельником 2011, які менші за 
[image: image42.wmf]2011
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і більші за 
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Розв’язання

Нехай шукані дроби мають вигляд 
[image: image44.wmf]ò
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За умовою 
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 > 0.
Аналогічно 
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 < 0. 
Тоді 20112 < т < 2011 · 2012, тобто т = 20112 + k, k 
[image: image54.wmf]Î

 {1; 2;  … ; 2010}.
Для всіх таких т дріб 
[image: image55.wmf]m

2011

 буде нескоротним, оскільки число 2011 є простим.
Відповідь. 2010.
5. Розв’язати в натуральних числах (х; у) рівняння х у + у х = 2011.
Розв’язання

Нехай х ≤ у. При х = 1 маємо очевидний розв’язок у = 2010.
Далі вважаємо, що 2 ≤ х ≤ у. Оскільки 210 = 1024 < 2011 < 211 = 2048, 
36 = 729 < 2011 < 37 = 2187,              45 = 1024 < 2011 < 46 = 4096,
54 = 625 < 2011 < 55= 3125,               64 = 1296 < 2011 < 65 = 7776,
73 = 343 < 2011 < 74 = 2401,              83  =  512 < 2011 < 84 = 4096,

93 = 729 < 2011 < 94 = 6561,            103 = 1000 < 2011 < 104 = 10000.
Очевидно, що далі розглядати немає потреби. Таким чином, більше розв’язків немає, що випливає з таких співвідношень: 
210 + 102 = 1124 < 2011,  36 + 63 = 945 < 2011,  45 + 54 = 1649 < 2011, 

далі вже порушується умова 2 ≤ х ≤ у.
Відповідь. х = 1, у = 2010.
6. Довести, що число 201111 + 2 не є квадратом іншого натурального числа.

Доведення

Оскільки будь-яке натуральне число, що закінчується цифрою 1, в будь-якому натуральному степені закінчується цифрою 1, то число 201111 + 2 закінчуватиметься цифрою 3. Але квадрат жодного натурального число не може закінчуватися цифрою 3. Отже, число 201111 + 2 не є квадратом іншого натурального числа.

7. Розв’язати рівняння: 1 + cos 2011x = 21 + sin 2011x.
Розв’язання

Множина значень лівої частини [0; 2]., а правої - [2; 4]. Отже, ліва і права частини рівності дорівнює двом.
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Відповідь. х = π п,  п 
[image: image58.wmf]Î

 Z.
8. Знайти всі додатні розв’язки рівняння: х2010 + 20112011 = х2011 + 20112010.
Розв’язання

х2011 - х2010 = 20112011 - 20112010;
х2010 (х - 1) = 20112010 (2011 - 1);

1)  х > 0,

2)  х – 1 > 0,   х > 1.
У лівій частині рівняння є добуток монотонних функцій (степеневої і лінійної). Отже, рівняння має один розв’язок, або немає зовсім розв’язків.
Відповідь. х = 2011.

9. В рівнянні 
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 число радикалів нескінченне. Знайти, чому дорівнює х.
Розв’язання

Позначимо 
[image: image60.wmf]ó
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. З іншого боку, всі корені без першого теж дорівнюють у. Звідси 
[image: image62.wmf]2011

=

õó

, тобто х у = 2011;  х 
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 = 2011.
Отже, х = 
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Відповідь. 
[image: image65.wmf]2011

.
10. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання

При х = 0 рівняння перетворюється у правильну рівність.

При х > 0 ліва частина рівняння додатна, а права від’ємна, бо 
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 < 1.
Нарешті, при х < 0, навпаки, права частина додатна, а ліва від’ємна.

Отже, маємо відповідь: х = 0.

Відповідь. 0.

11. Послідовність числових функцій f1 (х), f2 (х), … задовольняє умовам: 

1) 
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Знайти f2011 (2011).

А: 2011            Б: 
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Розв’язання

Безпосередньо перевіряємо, що 
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Звідси 
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Відповідь. 2011.
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