
12 новорічних задач від Василя Серветника

Пропоную нестандартні завдання з новорічного балу. Це свого роду бенефіс числа 2012, де в кожній задачі воно виступає головною дійовою особою. Символічно, що в кожній категорії міститься теж по 12 задач.

Бажаю всім в новому році щастя, здоров’я і щоб всі задачі розв’язувались красиво і легко!

Успіхів вам у новому році!
3-4 класи
1. Яке з наведених чисел парне ?
А:  2012         Б:  2 + 0 + 1 + 2       В:  201 – 2          Г:  201 + 2
Відповідь. 2012
2. Обчислити: 2012 – 201 + 20 – 2.

 А:  1789         Б:  1809         В:  1829           Г:  2231

Відповідь. 1829.

3. Скільки треба цифрових знаків, щоб пронумерувати зошит у 12 сторінок?
Відповідь.15 цифр (1-9 сторінки – 9 цифр і 10-12 сторінки – 6 цифр)
4. Записати всі можливі чотирицифрові числа, використовуючи тільки цифри 2, 0, 1, 2.
Відповідь. 9 чисел (1022, 1202, 1220, 2012, 2021, 2102, 2120, 2201, 2210)
5. Знайти найменше число, яке закінчується на 12, ділиться на 12 і має суму цифр, що дорівнює 12.
Відповідь. 912.
6. Яким буде перше після 2012 натуральне число з тією самою сумою цифр?
Відповідь. 2021.
7. Через скільки років після 2012року вперше настане рік з тією самою сумою цифр, але з іншим їх добутком?
Відповідь. Через 99 років.

Число 2111 має суму цифр, що дорівнює 5, але їх добуток не дорівнює нулю. Добуток чисел 2, 0, 1 і 2 дорівнює нулю. 
8. Скільки разів за добу між 00.00 і 23.59 електронний годинник показує всі чотири цифри 2, 0, 1, 2 у будь-якій послідовності?
Відповідь. 12 разів (01.22, 02.12, 02.21, 10.22, 12.02, 12.20, 20.12, 20.21, 21.02, 21.20, 22.01, 22.10)
9. Скільки разів за тиждень стрілки годинника проходять на циферблаті через число 12?
Відповідь.182 рази (годинна стрілка – 14 разів і хвилинна стрілка – 168 разів)
10. Дідусь Тарасика у 2012 році 15-й раз святкуватиме день свого народження. Коли народився дідусь Тарасика ?
Відповідь. 29 лютого 1952 року.
4 · 15 = 60  і 2012 – 60 = 1952
11. Як із 18 сірників зробити 2012 ?

Відповідь. Є два способи
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


12. Чи вистачить 40 плиточок шоколаду, щоб викласти число 2012 ?
Відповідь. Вистачить. Потрібно 39 плиточок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


 5  клас
1. Частка від ділення числа 20122012 на 2012 дорівнює:
      А:  11         Б:  101         В:  1001           Г:  10001

Відповідь. 20122012 : 2012 = 10001.

2. Парним чи непарним числом є результат дій  1 + 2 + 3 + … + 2012 ?
Відповідь. Парне, бо (1 + 2012) + (2 + 2011) + … + (1006 + 1007) =
= 2013 · 1006  - парне число (добуток непарного числа і парного числа є парним числом).
3. 20 аркушів паперу розрізали на 12 частин, потім деякі  аркуші із загальної купи знову розрізали на 12 частин і т. д. Коли підрахували, то вийшло 2012 аркушів паперу. Чи правильно зроблено підрахунок ?
Відповідь. Ні, неправильно. Кожне розрізання збільшує кількість аркушів паперу на 11. Тому після п розрізань ми повинні одержати 20 + 11 п = 2012. Звідки слідує, що число п не є цілим, що суперечить умові.
4. Якою цифрою закінчується добуток 2011 · 2012 · 2013.
Відповідь. Цифрою 6.
5. Один хлопчик 1 січня 2012 року сказав: «Різниця між числами прожитих мною місяців і прожитих мною (повних) років сьогодні вперше стала рівною 112». Коли народився цей хлопчик ?
Відповідь. 1 листопада 2001 року. 
Вказівка. Нехай хлопчик прожив х років та у місяців. Тоді він прожив 

12 х + у місяців і тому 12 х + у = 112, тобто 11 х + у = 112. 
Оскільки у < 12, то у = 2, а х = 10.

6. У Змія Горинича 2012 голів. Якщо відрубати йому 3 голови, то виросте 5 голів; якщо відрубати 12 голів, то не виросте жодної. Чи зможе Котигорошко відрубати йому всі голови ?
Відповідь. Так, можна. 
Спочатку Котигорошко 167 разів відрубає змію по 12 голів:
   2012 – 12 · 167 = 8.  
Потім 2 рази відрубає по 3 голови. При цьому кожний раз виросте по 5 голів: 

 8 – 2 · 3 + 2 · 5 = 12. 

Останнім ударом Котигорошко відрубає змію 12 голів:

  12 – 12 = 0. 

Цього й треба було досягти.
7. Михайлик записує цілі числа від 1 до 2012. Скільки разів він запише цифру 0 ?
Відповідь. 1243 рази.
8. Використовуючи тільки цифри 0, 3 і 5 (кожну з них по 3 рази), знаки арифметичних дій і дужки, скласти вираз, значення якого дорівнює 2012. 

Відповідь. 503 · (5 + 0 - 3) · (5 + 0 - 3) = 2012.

(5050 - 3033) – 5 = 2012
9. Олесь пронумерував картки підряд числами від 1 до 2012. Потім викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Після цього Павло перенумерував числами від 1 ті, що залишилися, і знову викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Скільки карток залишилось?

А: 102            Б: 201            В: 1629           Г: 1810           Д: 2012

Розв’язання

Порахуємо, скільки чисел від 1 до 2012 закінчуються нулем. Серед одноцифрових таких чисел немає. Серед двоцифрових чисел – 9. Серед трицифрових чисел – 90. Серед чисел від 1000 до 2012 – 102 числа. 

Разом 9 + 90 + 102 = 201 число. Відкинувши 201 картку і пронумерувавши їх ще раз від 1 до 1811  (2012 – 201 = 1811) Олесь відкинув ще 181 картку, після чого у хлопця залишилось 1629 карток.

Відповідь. 1629 карток.

10. З натуральним числом дозволяється виконувати дії:

1) дописати в кінці цифру 4;

2) дописати в кінці цифру 0;

3) поділити на 2 (якщо число парне).

Чи можна за допомогою цього ігрового автомата із числа 4 отримати число 2012?

Розв’язання

Для того щоб із числа 4 отримати число 2012, спробуємо отримати з числа 2012 число 4 за допомогою зворотних операцій:

А) закреслення цифри 4 в кінці;

Б) закреслення цифри 0 в кінці;

В) множення числа на 2.

2012 → 4024 → 402 → 804 → 80 → 8 → 16 → 32 → 64 → 6 → 12 → 24 → 2 → 4.

Прочитавши цю послідовність чисел від кінця до початку, робимо висновок, що можна.

Відповідь. Можна.

11. Прямокутник з розмірами 20 см х 12 см розрізати на дві частини так, щоб з них можна було скласти новий прямокутник із сторонами 30 см і 8 см.
Розв’язання

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


12. У вершинах трикутника записані три числа. Відомо, що суми сусідніх чисел дорівнюють 2011, 2012, 2013. Знайти ці числа.
Відповідь. 1005, 1006, 1007.
6  клас
1. Знайти останню цифру числа 20112012.
Відповідь. 1.
2. Діма говорить, що позавчора йому ще було 10 років, а в наступному році виповниться 13 років. Чи може таке бути ?

Розв’язання. Так, може, якщо день народження Діми – 31 грудня, а наведена розмова відбулася 1 січня.

3. Дату можна записувати за такою формою: «ддммрррр». Наприклад 01092011 – це 1 вересня 2011 року; 1 лютого 2010 року було записано – 01022010 – цей запис є паліндромом. Вкажіть найближчу дату в майбутньому, форма запису якої є паліндромом . (Паліндром – запис, який читається однаково як зліва-направо, так і справа-наліво). 

Відповідь. 21.02.2012 – двадцять перше лютого 2012 року.

4. Яку цифру треба дописати справа до числа 2 012, щоб отримане число ділилось на 9?

Відповідь. 4.
На 9 діляться ті числа, сума цифр яких ділиться на 9. Оскільки 

2 + 0 + 1 + 2 = 5, то наступна цифра повинна бути 4, бо 4 + 5 = 9 
[image: image1.wmf]M

 9.

5. Знайдіть найменше шестицифрове число, яке ділиться на 2012 без остачі.

Відповідь. 100 600. 

Найменше шестицифрове число 100 000 при діленні на 2012 дає остачу 1412. Тоді число, яке на 600 більше за 100 000, дає шукану відповідь.
6. Записати число 2012 цифрами від 0 до 5, використовуючи їх по одному разу.
Відповідь. 4 способи:

2012 = 4 · 502 + 1 + 3, 
2012 = 501 · 4 + 23,

2012 =452 – 13 + 0,

2012 = 503 · 4 · (2 - 1).
7. До числа 12 дописати зліва і справа по одній цифрі так, щоб отримане число ділилося на 12. Скільки чисел мають таку властивість ?
Відповідь. 9 чисел (1128, 2124, 3120, 4128, 5124, 6120, 7128, 8124, 9120).
8. 12 людей несуть 12 хлібин. Кожен чоловік несе по дві хлібини, жінка по півхлібини, а дитина чверть хлібини. Скільки було чоловіків, жінок і дітей?
Відповідь. 5 чоловіків, 1 жінка і 6 дітей.
9.  Чому дорівнює сума всіх простих множників числа 2012 ?
Відповідь. 2 + 2 + 503 = 507.
10. Буратіно закопав на Полі Чудес золоту монету. Із неї виросло дерево, а на ньому – дві монети: срібна і золота. Срібну монету Буратіно заховав у кишеню, а золоту закопав, і знову виросло дерево… . Кожного разу на дереві виростали дві монети: або дві золоті, або золота і срібна, або дві срібні. Срібні монети Буратіно складав у кишеню, а золоті закопував. Коли закопувати стало нічого, в кишені у Буратіно було 2012 срібних монет. Скільки монет закопав Буратіно ?
Відповідь. 2011.
Назвемо монету, з якої щось виросло – «батьківською», а монету, яка виросла із деякої монети – «дитячою». Помічаємо, що «дитячими» є всі монети, крім першої, а кожна золота монета (і тільки вона) є «батьківською». Оскільки в кожної «батьківської» монети є дві «дитячі», то «дитячих» монет в 2 рази більше, ніж «батьківських».
Нехай х – кількість золотих монет, а у – кількість срібних монет. Тоді всього монет було х + у, з яких «дитячими» є (х + у) – 1 монет, а «батьківськими» - х. Маємо рівняння: (х + у) – 1 =2 х, звідки х = у – 1, тобто золотих монет було менше від срібних на 1. 
Отже, Буратіно закопав 2011 монет.

11. Із чисел від 1 до 2012 викреслюють усі, які діляться на 2 і не діляться на 5, а також усі, які діляться на 5 і не діляться на 2. Скільки чисел залишилося?
Відповідь: 1006 чисел.
Візьмемо перший десяток. У ньому викреслимо числа 2, 4, 5, 6, 8. Залишиться 5 чисел. І так у кожному десятку буде залишатися 5 чисел. Від 1 до 2012 маємо 201 десяток. Отже, залишиться 201 · 5 + 1 = 1006 чисел.

12. Двоє грають в таку гру: на столі лежить коробка сірників, і вони по черзі беруть звіти сірники. За один хід дозволяється взяти від одного до десяти сірників. Виграє той, хто забере останній сірник. Хто виграє: той хто починає гру чи його суперник, якщо в коробці 2012 сірників?

Відповідь. Виграє перший гравець.

Вказівка. Перший гравець своїм першим ходом забирає 10 сірників і в коробці залишиться 2002 сірники. Оскільки 2002 ( 11, то далі стратегія гри першого гравця така: якщо другий гравець забирає n сірників (1 ( n ( 10), то перший забирає 11 - n сірників. Після цього загальна кількість сірників в коробці зменшиться на 11. Граючи в такий спосіб, перший гравець здобуде перемогу.

7 клас
1. Подати число 2012 у вигляді суми простого числа і квадрата числа.

Відповідь. 163 + 432 = 2012,     331 + 412 = 2012,     491 + 392 = 2012

(перевірити, чи існує 16 способів)

2. Обчислити значення виразу      (1 - 2) – (3 - 4) - … - (2011 - 2012).
Відповідь. 0. Сума чисел кожної четвірки дорівнює нулю. Число 2012 ділиться на 4. Отже, сума всіх наборів четвірок чисел дорівнює нулю.
3. Знайти всі корені рівняння     | х – 2011 | = 2012.
Відповідь. -1 і  4023.
4. Знайти останню цифру числа 20122012.
Зауважимо спочатку, що остання цифра числа 20122012 співпадає з останньою цифрою числа 22012. Запишемо останні цифри декількох початкових степенів числа 2:   
2; 4; 8; 6; 2; 4; …

Оскільки число 2012 ділиться на 4, то остання цифра числа 20122012 така сама, як і в числа 24, тобто 6. 
Відповідь. 6.
5. Який кут утворюють стрілки годинника о 12 годині 20 хвилин ?
О 12 годині стрілки співпали. Через 20 хвилин хвилинна стрілка пройде 1/3 частину кола, а годинна стрілка пройде 1/36 частину кола. Тому кут між ними становить 
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 частини кола або 110°.
Відповідь. 110°.
6. Довести, що 12 + 122 + 123 + 124 + … + 122011 + 122012 ділиться на 13.
12 + 122 + 123 + 124 + … + 122011 + 122012 = 

= 12 (1 + 12) + 123 (1 + 12) + … + 122011 (1 + 12) = 
= 13 (12 + 123 + … + 122011).

Оскільки в останньому добутку є множником число 13, то й саме число ділиться на 13.

7. Юра говорить: позавчора мені ще було 10 років, а в наступному році виповниться 13. Чи може таке бути ?
Так, може, якщо день народження Юри – 31 грудня, а вказану фразу він промовив 1 січня.
8. Сума 2012 цілих чисел непарна. Довести, що добуток цих чисел парне число.
Якби всі 2012 чисел були непарні, то їх сума була б парним числом, оскільки доданків парне число. Але за умовою їх сума непарна. Отже, серед доданків є хоча б один парний. Але тоді добуток цих чисел – теж парне число.
9. Знайти цілі розв’язки рівняння       х у = 2012 ( х + у ).
Розв’язання
х у = 2012 ( х + у );
х у  - 2012 х – 2012 у +  20122 = 20122;

х (у - 2012) – 2012 (у - 2012) = 20122;

(х - 2012) (у - 2012) = 20122;

х = у = 4024.
Відповідь. (4024; 4024), (0; 0).
10. Маємо 2012 сірників. За один хід можна взяти будь-яку кількість від 1 до 3 сірників. Грають двоє. Програє той, хто не може зробити хід. Хто з двох гравців – перший чи другий, може забезпечити собі виграш ?
Відповідь. Другий гравець (він має доповнювати ходи першого гравця до 4 сірників).
11. Дано два прямокутники, які не є квадратами. Сторони прямокутника вимірюються цілими числами сантиметрів. В першого прямокутника ширина дорівнює 2012 см, а довжина дорівнює півпериметру другого прямокутника. Знайти ширину (меншу сторону) другого прямокутника.

Нехай ширина другого прямокутника дорівнює х см, а довжина – у см. 

Тоді 2012 ( х + у ) = х у або (х - 2012) (у - 2012) = 20122;

Оскільки х < у отримуємо х - 2012 = 1, а у = 2012 + 20122. 
Отже, х = 2013.

Відповідь. 2013 см.
12. В пробірці знаходиться 2010 червоні амеби, 2011 сині амеби і 2012 зелені амеби. Дві амеби різних кольорів можуть зливатися в одну амебу третього кольору. Після декількох зливань в пробірці залишилася одна амеба. Який її колір ?
Сумарна кількість амеб двох будь-яких кольорів при будь-якому зливанні зберігають свою парність (або зникає амеба одного кольору і з’являється амеба іншого кольору, або амеби обох кольорів зникають). Тому ні червона, ні зелена амеби в пробірці залишитися не можуть (адже тоді сума Ч + З стала б непарною, але спочатку вона була парною). Отже, в пробірці залишається синя амеба (суми С + Ч і С + З були б непарними).
8 клас
1. Записати число 2012 цифрами від 1 до 5, використовуючи їх по одному разу.
Відповідь. 2012 = 452 – 13.
2. Чи можна число 2012 подати у вигляді різниці квадратів двох натуральних чисел ?
Нехай х – у = 2012. Тоді (х - у) (х + у) = 2012;
(х - у) (х + у) =  2 · 2 · 503.

1) 
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2 х = 507,               2 х 1008,                    2 х = 2013,
           х – дробове число,         х = 504,                      х – дробове число,
у = 502.
Відповідь. Так, 2012 = 5042 – 5022.
3. Нехай х1, х2 – корені рівняння х2 + а х + а = 2012. 

При якому значенні а сума 
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 = (х1 + х2)2 -2 х1 х2 =а2 – 2 а + 4024 = (а - 1)2 + 4023, а тому найменше значення буде при а = 1. Перевіркою переконуємося, що при цьому значенні а корені існують.
4. Знайти останню цифру числа S = 20122011 + 20122012.
Оскільки S = 20122011 + 20122012 20122011 (1 + 2012) = 20122011 · 2013 і остання цифра числа 20122011 співпадає з останньою цифрою числа 22011, то останньою цифрою числа S є цифра 4. (Остання цифра числа 22011 співпадає з останньою цифрою числа 23, тобто цифра 8, а 8 · 3 = 24).

Відповідь. 4.
5. Відомо, що х і у – різні числа, причому (х - 2011) (х - 2012) = (у - 2011) (у - 2012). Яке значення має вираз х + у ?
В даній рівності розкриємо дужки, перенесемо все в ліву частину, і розкладемо її на множники:  

(х - 2011) (х - 2012) - (у - 2011) (у - 2012) = 0;

х2 – у2 – 4023 х + 4023 у = 0;

(х - у) (х + у - 4023) = 0.

Оскільки х ≠ у, то х + у = 4023.

Відповідь. 4023.
6. Довести, що число 2010 · 2011 · 2013 · 2014 + 16 не є квадратом натурального числа.
Нехай х = 2012, тоді дане число дорівнює: (х - 2) (х - 1) (х + 1) (х + 2) + 16 =
= (х2 - 4) (х2 - 1) + 16 = х4 – 5 х2 + 20 . 

Отже, дане число не дорівнює квадрату натурального числа.
7. Знайти значення виразу 
[image: image8.wmf]5
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 , якщо х = 2012.
Перетворимо вираз: 
[image: image9.wmf]
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Відповідь не залежить від значення х, якщо х ≠ 25.

Відповідь. 6.
8. Розв’язати рівняння: 
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Відповідь. 
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9. Відновити цифри так, щоб наближена рівність була правильною:

[image: image17.wmf].
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Відповідь. 2012 : 666 ≈ 3,02102.
10. Чи існують такі цілі числа х, у і z, для яких виконується рівність:

(х - у)3 + (у - z)3 + (z - х)3 = 2012 ?
Відповідь. Ні, не існують.
Припустимо, що такі цілі числа х, у і z існують. Тоді, розкривши дужки і звівши подібні голанки, дістанемо:

-3 х2 у + 3 х у2 – 3 у2 z + 3 z у2 + 3 z2 х – 3 z х2 = 2012.

В цій рівності ліва частина ділиться на 3, а права частина на 3 не ділиться. Отримане протиріччя показує, що таких  чисел х, у і z не існує.

11. Довести, що:  
[image: image18.wmf].
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Розв’язання

Позначимо  
[image: image19.wmf].
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Тоді маємо:  
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12. В трьох купках лежать предмети, по 2012 предметів у кожній. За хід дозволяється взяти довільне число предметів, але тільки з однієї купки. Програє той, хто не може зробити черговий хід. Хто виграє при правильній грі ?
Відповідь. Виграє перший гравець.

Виграшна стратегія: 1) забрати всі предмети з однієї купки, тоді гра зводиться до гри «дві купки по 2011», в якій перший гравець грає другим.

В новій грі першому гравцю досить грати симетрично повторюючи ходи першого, але тільки в другій купці. Таким чином, після ходів другого гравця кількість предметів в купках стає рівною.. ситуація, коли в обох купках не залишиться жодного предмета настає після ходу другого, а, значить, він виграє.
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