Тема 12
Чотирикутники

Розділ І. Теоретичні відомості

  1.1 Чотирикутник
Чотирикутник — фігура, яка складається з чотирьох точок (жодні три з них не лежать на одній прямій) і чотирьох відрізків, які з'єднують послідовно ці точки і не перетинаються.
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Чотирикутником називається фігура, яка складається з чотирьох точок і чотирьох відрізків, що послідовно їх сполучають. При цьому жодні три з даних точок не повинні лежати на одній прямій, а відрізки, які їх сполучають, не повинні перетинатися. Дані точки називаються вершинами чотирикутника, а відрізки, що їх сполучають, — сторонами чотирикутника. Вершини чотирикутника називаються сусідніми, якщо вони є кінцями однієї з його сторін. Несусідні вершини називаються проти​леж​ними. Відріз​ки, що сполучають протилежні вершини чотирикутника, називаються діагоналями. Сторони чотирикутника, що виходять з однієї вершини, називаються сусідніми сторонами. Сторони, які не мають спільної вершини, називаються протилежними сторонами. Периметр чотирикутника — сума дов​жин усіх його сторін. Чотирикутник називається опуклим, ​якщо він лежить в одній півплощині відносно будь-якої прямої, що містить його сторону. На рисунку 1 ABCD — опуклий чотирикутник; AC, BD — його діагоналі. На рисунку 2 KLMN — неопуклий чотирикутник. 
Сума кутів чотирикутника дорівнює 360[image: image84.png]



Площа довільного опуклого чотирикутника дорівнює половині добутку діагоналей на синус кута між ними:    [image: image3.png]§= d1 dzsing
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 — діагоналі та [image: image8.png]


 — кут між ними ( рис. 3)
Чотирикутник вписаний в коло.
[image: image69.png]


 Чотирикутник називають вписаним в коло, якщо всі його вершини лежать на колі. (рис. 4). Коло при цьому називають описаним навколо чотирикутника.
Властивості вписаного чотирикутника.

1) Сума протилежних кутів вписаного чотирикутника     дорівнює 180°.

На малюнку: [image: image9.png]


A + [image: image10.png]


C = 180°; [image: image11.png]


B + [image: image12.png]


D = 180°. Таким чином, у вписаному чотирикутнику
 [image: image13.png]


A + [image: image14.png]


C = [image: image15.png]


B + [image: image16.png]


D. 

Площа чотирикутника, вписаного в коло: S=[image: image18.png]Jrlp—a)p—-b)(p—o)(p —d)



, де
 p =[image: image20.png]atb+c+d
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Чотирикутник, описаний навколо кола.
 Чотирикутник називають описаним навколо кола, якщо всі його сторони дотикаються до кола (рис.5 ). Коло при цьому називають вписаним у чотирикутник.

Властивість описаного чотирикутника: в описаному чотирикутнику суми протилежних сторін рівні.

На малюнку: АD + ВС = АВ + СD. Крім того можна зауважити, що  AD + BC = AB + CB = [image: image22.png]PaBcD




Площа чотирикутника, описаного навколо кола: S = [image: image24.png]atb+c+d



 
1.2 Паралелограм 

Паралелограм – це чотирикутник, у якого протилежні сторони попарно паралельні (лежать на паралельних прямих).  AB||CD, BC||AD

Висотою паралелограма називають перпендикуляр, проведений з будь-якої точки сторони паралелограма до прямої, що містить протилежну сторону. З кожної вершини паралелограма можна провести дві висоти. На рис.6 
	[image: image25.jpg]



Рисунок 6
	
	BK і  BF –висоти паралелограма, проведені відповідно до сторін 

АD i CD



Діагоналлю паралелограма називається будь-який відрізок який сполучає дві вершини протилежних кутів паралелограма.

Паралелограм має дві діагоналі - довшу d1 та коротшу - d2 (рис.7)
1.2.1 Формули визначення довжини діагоналі паралелограма:

[image: image71.jpg]=



1. Формули діагоналей паралелограма через сторони та косинус кута β (за теоремою косинусів)

d1 = [image: image27.png]JaZ + b? —2ab cosf




d2 = [image: image29.png]JaZ + b? +2ab cosp




2. Формули діагоналей паралелограма через сторони та косинус кута α (за теоремою косинусів)

d1 = [image: image31.png]oS0




d2 = [image: image33.png]+b?

ab cos a




1.2.2 Ознаки паралелограма

Чотирикутник ABCD - паралелограм, якщо виконується хоча б одна з наступних умов:

      1.Чотирикутник має пару паралельних та рівних сторін:

AB||CD, AB = CD (або BC||AD, BC = AD)

2.В чотирикутнику протилежні сторони попарно рівні:

AB = CD, BC = AD

3.В чотирикутнику протилежні кути попарно рівні:

∠DAB = ∠BCD, ∠ABC = ∠CDA

4.В чотирикутнику діагоналі точкою перетину діляться навпіл:

AO = OC, BO = OD
Приклад:

1. Визначити, чи є чотирикутник зі сторонами 4 м, 4 м, 6 м, 6 м паралелограмом.

Відповідь: ні, бо невідомо, чи є рівні сторони протилежними.

2. Визначити, чи є чотирикутник паралелограмом, якщо по черзі взяті сторони рівні 4 м, 6 м, 4 м, 6 м.

Відповідь: так, бо діє друга ознака.

1.2.3 Основні властивості паралелограма

1. Протилежні сторони паралелограма мають однакову довжину:

AB = CD = a, BC = AD =b
3. Протилежні кути паралелограма рівні:

∠ABC = ∠CDA, ∠BCD = ∠DAB

4. Сума кутів паралелограма дорівнює 360°:

∠ABC + ∠BCD + ∠CDA + ∠DAB = 360°

5. Сума кутів паралелограма прилеглих до будь-якої сторони дорівнює 180°:

∠ABC + ∠BCD = ∠BCD + ∠CDA = ∠CDA + ∠DAB = ∠DAB + ∠DAB = 180°

6. Кожна діагональ ділить паралелограма на два рівних трикутника

7. Дві діагональ ділять паралелограм на дві пари рівних трикутників

8. Діагоналі паралелограма перетинаються і точкою перетину розділяють одна одну навпіл:

	AO = CO = [image: image35.png]
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ВО = DO = [image: image37.png]


                
9. Точка перетину діагоналей називається центром симетрії паралелограма

10. Сума квадратів діагоналей паралелограму дорівнює сумі квадратів його сторін:

AC2 + BD2 = 2AB2 + 2BC2
11. Бісектриси протилежних кутів паралелограма завжди паралельні

12. Бісектриси сусідніх кутів паралелограма завжди перетинаються під прямим кутом (90°)

	
	

	
	


1.2.4 Периметр паралелограма

Означення.

Периметром паралелограма називається сума довжин всіх сторін паралелограма.

1. Формула периметру паралелограма через сторони паралелограма:

P = 2a + 2b = 2(a + b)

1.2.5 Площа паралелограма

[image: image72.jpg]A e



Формули визначення площі паралелограма:

Площа паралелограма дорівнює: (рис.8)
1. Добутку основи на висоту: 

S=a⋅hа
2.   Добутку сторін на синус кута між ними: 

S=a⋅b⋅sinα
3. Формула площі паралелограма через дві діагоналі та синус кутa між ними:

	S =
	
	 [image: image39.png]


  [image: image41.png]d, d,



 sin γ


Приклад 1. Знайдіть усі кути паралелограма, якщо сума двох з них дорівнює 140°.

Розв’язання. Оскільки сума двох кутів паралелограма дорівнює 140°, то це - протилежні кути, наприклад [image: image42.png]


A і [image: image43.png]


C . Оскільки [image: image44.png]


A = [image: image45.png]


C, то
[image: image46.jpg]LA=LC= 140°

=T0° i £ZB=4D =180° - ZA = 180° - 70° = 110°.




1.3 Прямокутник

Прямокутник — паралелограм, у якого всі кути прямі. Діагоналі прямокутника рівні.
Властивості прямокутника (рис.9). Так як прямокутник є паралелограмом, то він має всі властивості паралелограма.

 

[image: image73.png]o



1. Протилежні сторони прямокутника рівні: AB=CD BC=AD.
 

2. Кожен кут прямокутника дорівнює 90°. 

 

Це означає, що протилежні кути рівні і сума кутів, прилеглих до однієї сторони, дорівнює 180°.
 

3. Діагоналі прямокутника точкою перетину діляться навпіл: BO=OD AO=OC.

А також BO=OD=AO=OC (див. шосту властивість, властиву тільки прямокутнику).
4. Діагональ прямокутника ділить його на два рівних прямокутних трикутники.
5. Вертикальні кути при діагоналі рівні.

Ознака, властива тільки прямокутнику

6. Діагоналі прямокутника рівні: BD=AC 

1.3.1 Площа прямокутника
[image: image74.jpg]


      S= a⋅b,  де   a,b- сторони прямокутника

      S =[image: image48.png]


 [image: image50.png]d?
sing



, де  [image: image52.png]d — AlaroHans, @



-кут між діагоналями прямокутника. (рис.10)
Навколо будь-якого прямокутника можна описати коло. Центром кола, описаного навколо прямокутника , є точка перетину його діагоналей.

R = [image: image54.png]


 d;        R = [image: image56.png]i\/a2+b2




1.4 Ромб

Ромб — паралелограм, усі сторони якого рівні.  Ознаки ромба
1. Якщо у паралелограма діагоналі перпендикулярні, то такий паралелограм – ромб.

2. Якщо у чотирикутника сторони рівні, то такий чотирикутник – ромб.

Властивості ромба
Ромб має всі властивості паралелограма, крім того: 
1. Діагоналі ромба взаємно перпендикулярні.
2. Діагоналі ромба є бісектрисами його кутів
1.4.1 Площа ромба

[image: image75.png]ds
d,




           

  S=a⋅hа              S=a2⋅sinα             S =[image: image58.png]


⋅d1⋅d2
(рис.11)
У будь-який ромб можна вписати коло. Центр кола, вписаного в ромб ,є точкою перетину його діагоналей.       r = [image: image60.png]


a
1.5 Квадрат
Квадрат — прямокутник, усі сторони якого рівні.


Властивості квадрата
1. У квадрата всі кути прямі і всі сторони рівні.

2. Діагоналі квадрата рівні і перетинаються під прямим кутом.

3. Діагоналі квадрата є бісектрисами його кутів. Кожна діагональ квадрата утворює зі стороною кут 45°.

1.5.1 Площа квадрата
[image: image76.png]


 S=a2                    S =[image: image62.png]


⋅d 2
(рис.12)
[image: image77.png]


У будь-який квадрат  можна вписати коло й навколо квадрата можна описати коло. Центр  вписаного і описаного кіл ,є точкою перетину  діагоналей квадрата

АВ=а, r = [image: image64.png]


 a.    (рис.13)
1.6 Трапеція
Чотирикутник, у якого дві сторони паралельні, а дві інші сторони не паралельні, називається трапецією. (рис.14)
Паралельні сторони трапеції називаються її основами. 
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AD и BC — основи.

Сторони, які не паралельні, називаються бічними сторонами трапеції. AB и CD — бічні сторони 
трапеції.
 Є кілька видів трапецій. Найчастіше розглядаються прямокутні і рівнобічні трапеції.

[image: image79.jpg]


Прямокутна трапеція (рис.15)

Трапеція, у якої одна бічна сторона перпендикулярна основам, називається прямокутною трапецією.
[image: image80.jpg]



Рівнобічна трапеція (рис.16)
Трапеція, у якої бічні сторони рівні, називається рівнобічною.
Властивості трапеції
[image: image81.jpg]


Сума внутрішніх кутів трапеції (і будь-якого іншого чотирикутника) дорівнює 360°.

Властивість, яка притаманна трапеції будь-якого виду: сума кутів, прилеглих до бічної сторони, дорівнює 180°. (рис.17)
Середня лінія трапеції

Відрізок, що сполучає середини бічних сторін трапеції, називається середньою лінією цієї трапеції. (рис.18)
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Середня лінія трапеції паралельна основам і дорівнює їх напівсумі.

 

EF∥BC,EF∥AD,  EF =  [image: image66.png]BC+AD




1.6.1 Площа трапеції

Площа трапеції дорівнює добутку півсуми основ на висоту: (рис.19)
[image: image83.jpg]



S  =  [image: image68.png]
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