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Число 2014 в олімпіадних задачах

Традиційно в задачах учнівських олімпіад різного рівня деяким чином фігурує рік її проведення. Сподіваюся, що автори олімпіадних задач 2014 року також дотримуватимуться цієї тенденції. Тому даний збірник задач буде корисним учням та вчителям для підготовки до чергової олімпіади з математики.
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3 клас

1. Яке з наведених чисел парне?
А. 2 + 0 + 1 + 4;   Б. 201 - 4;    В. 20 × 14;    Г. 201 + 4.

2. Обчислити: 2014 – 201 + 20 – 2.

Відповідь. 1831.
3.  Як з шести сірників зробити 14, не ламаючи їх?
Відповідь.  
	
	

	


4.  Скільки існує двоцифрових чисел, у запису яких використано тільки цифри 2, 0, 1, 4 (цифри можуть повторюватися) ?
Розв’язання. Умові задачі задовольняють числа: 10, 11, 12, 14, 20, 21, 22, 24, 40, 41, 42, 44.
Відповідь. 12 чисел.
5.  Записати всі трицифрові числа, для запису яких використовуються тільки цифри  2,  0,  1,  4 (цифри не можуть повторюватися).

Відповідь. 18 чисел: 102, 104, 120, 124, 140, 142, 201, 204, 210, 214, 240, 241, 401, 402, 412, 420, 421.

6. Знайти найменше натуральне число, яке має суму цифр, що дорівнює 14, і ділиться на 14. 

Розв’язання. Серед двоцифрових чисел суму цифр, що дорівнює 14, мають числа 59, 68 і 77.

Серед трицифрових чисел, які менші від 200, із сумою цифр, що дорівнює 14, є такі числа: 149, 158, 167, 176, 185, 194.

Серед чисел, які більші за 200, але менші за 300, є такі: 239, 248, 257, 266, 275, 284,293. Непарні числа нас не цікавлять. Тому перевіримо серед парних чисел, чи немає такого, що ділиться на 14. Із них тільки число 266 ділиться на 14.
Відповідь. 266.

7. Записати всі можливі натуральні числа за допомогою цифр 2, 0, 1 і 4 в заданому порядку та знаків арифметичних дій і дужок.

Відповідь.

2 + 0 · 14 = 2,              2 · 0 · 1 + 4 = 4,            20 :·(1 + 4) = 4,

2 · 0 + 1 + 4 = 5,          2 + 0 - 1 + 4 = 5,           20 : (1 · 4) = 5,

20 – 14 = 6,                 2 + 0 + 1 + 4 = 7,           20 – 1 – 4 = 15,
20 + 1 – 4 = 17,          20 – 1 + 4 = 23,              20 + 1 + 4 = 25,

20 + 14 = 34,              (20 – 1) · 4 = 76,             20 · 1 · 4 = 80,

(20 + 1) · 4 = 84,        201 – 4 = 197,                 201 + 4 = 205,

20 · 14 = 280,            201 · 4 = 804.
8. Коник-стрибунець стрибає по прямій великими і малими стрибками. Великий стрибок становить 20 см, а малий – 14 см. Як йому попасти з точки О в точку А, що знаходиться від неї на відстані 10 см?

Розв’язання. Спочатку коник робить 4 великих стрибки в напрямку точки А, а потім виконує 5 малих стрибків назад.

20  · 4 – 14  · 5 = 80 – 70 = 10.

9. Скільки разів на добу між 00.00 і 23.59 електронний годинник показує всі чотири цифри 2, 0, 1, 4 у будь-якій послідовності?
Розв’язання. Можливі випадки: 01.24,   01.42,  02.14,  02.41,  04.12,   04.21,   10.24,    10.42,     12.04,    12.40,    14.02,   14.20,    20.14,   20.41,   21.04,  21.40.
Відповідь. 16 разів.
10.  Сума трьох парних чисел дорівнює 14. Записати ці числа в порядку зростання, якщо відомо, що: 1) доданки не рівні між собою; 2) доданки можуть бути рівними.
Відповідь. 1) 2 + 4 + 8 = 14;   2) 2 + 6 + 6 =14 і 4 + 4 + 6 = 14.
11. Знайти всі двоцифрові числа, які зменшуються в 14 разів після закреслення останньої цифри.

Відповідь. 14 і 28.

12. Яким буде перше після 2014 натуральне число з тією самою сумою цифр?

Розв’язання. Можливі випадки: 2 + 0 + 1 + 4 = 7 і 2 + 0 + 2 + 3 = 7.

Відповідь. 2023.
13. Через скільки років після 2014 року вперше настане рік з тією самою сумою цифр, але з іншим їх добутком.
Розв’язання. Для числа 2014 маємо 2 + 0 + 1 + 4 = 7   і   2 · 0 · 1 · 4 = 0.

Для числа 2113 маємо 2 + 1 + 1 + 3 = 7   і   2 · 1 · 1 · 3 = 6.Тоді 2113 – 2014 = 99.
Відповідь. Через 99 років.
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4 клас

1. Розгадати ребус:             Р  І  К
                                                                   +

                                         К  О Н Я
                                                                      ----------------------
                                         2   0  1  4         
        Відповідь. 8 розв’язків:  421 + 1593 = 2014,  521 + 1493 = 2014,  

491 + 1523 = 2014,  591 + 1423 = 2014,

751 + 1263 = 2014,  761 + 1253 = 2014,

251 + 1763 = 2014,  261 + 1753 = 2014.

2.  Знайти частку 20142014 : 2014.

Відповідь.  10001. 

3.  Розгадати ребус:    [image: image3.png]AAAA — AAA+BB+ C=2014.



        
Розв’язання. 1111  · А – 111  · А + 11  · В + С = 2014;

1000 А + 11 В + С = 2014.
Звідси А = 2, В = 1, С = 3.
Відповідь.  2222 – 222 + 11 + 3 = 2 014.
4. Яку максимальну кількість чотирицифрових чисел можна записати, використовуючи лише цифри 2, 0, 1, 4? (Цифра нуль першою бути не може. Можна використовувати лише ці чотири цифри.).

Розв’язання. 1024, 1042, 1204, 1240, 1402, 1420, 2014, 2041, 2104, 2140, 2401, 2410, 4012, 4021, 4102, 4120, 4201, 4210.

Відповідь.  18 чисел.

5. Записати число 2014 цифрами від 0 до 5, використовуючи їх по одному разу та арифметичні дії.
Відповідь.  2014 = 503 ∙ 4 + 1 ∙ 2.
6. Петрик записує декілька чисел, використовуючи тільки цифри 0 і 1. Сума цих чисел дорівнює 2014. З’ясувалося, що неможливо отримати ту ж саму суму з меншої кількості доданків такого виду. Скільки доданків записав Петрик?
Розв’язання. Найменше число доданків дорівнює 4 у випадку 

1011 + 1001 + 1 + 1 = 2014.

Відповідь.  4 доданки.
7. Петрик помітив, що дата 24.01.2014, яка записана цифрами, має цікаву властивість: переставивши перші чотири цифри, можна отримати номер року. 

А які ще дати в 2014 році мають таку ж властивість ? 
Розв’язання. В записі 2014 року є нуль, одиниця, двійка і четвірка. Тому для запису числа і місяця можна скористатися тільки цими цифрами. За допомогою цих цифр можна записати тільки такі номери місяців: 01, 02, 04, 10, 12.

Якщо витратити 0 і 1 на запис січня (01), то в нашому розпорядженні залишаться цифри 2 і 4. З них можна скласти лише число 24. В результаті вийде дата 24.01.2014, на яку звернув увагу Петрик.
Якщо витратити 0 і 2 на запис лютого (02), то з решти цифр 1 і 4 можна утворити дату 14, бо 41 лютого не існує.

Аналогічно знаходимо дати 12 квітня і 21 квітня, а також дати 24 жовтня,   04 грудня (40 грудня не існує)..

Відповідь. 14.02.2014 (14 лютого), 12.04.2014 (12 квітня), 21.04.2014 (21 квітня), 24.10.2014 (24 жовтня), 04.12.2014 (4 грудня).
8. Через скільки років наступить рік, що записується тими самими цифрами, що й 2014-й рік?
Розв’язання. 2041 – 2014 = 27.
Відповідь. Через 27 років.
9. Скільки років мине після 1 січня 2014 року, коли вперше добуток цифр у записі року стане більшим, ніж сума цих цифр?
Розв’язання. 2115-й рік. Маємо 2 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 5 = 10 і 2 + 1 + 1 + 5 = 9,   10 > 9. 

2115 – 2014 = 101.
Відповідь. 101 рік.
10. Сума чотирьох послідовних натуральних чисел дорівнює 2014. Знайти найменше з цих чисел. 

Розв’язання. Нехай х – найменше число. 

Тоді х + (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) = 2014;

4х + 6 = 2014;

х = 502.

Відповідь. 502.
11. До числа 2014 дописати справа дві різні цифри, які не входять в дане число, і закреслити дві цифри так, щоб отримати найбільше число. Яке отримали число?
Розв’язання. 2 0 1 4 9 8.
Відповідь. 2498.
12. Петрик пронумерував картки підряд числами від 1 до 2014. Потім викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Після цього Петрик перенумерував числами від 1 ті, що залишились, і знову викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Скільки карток залишилось?
Розв’язання. Порахуємо, скільки чисел від 1 до 2014 закінчуються нулем. 
Серед одноцифрових таких чисел немає. 
Серед двоцифрових чисел – 9. 

Серед трицифрових чисел – 90. 

Серед чисел від 1000 до 2014 – 102 числа. 

Разом 9 + 90 + 102 = 201 число.
Відкинувши 201 картку і пронумерувавши їх ще раз від 1 до 1813, бо 

2014 – 201 = 1813, Петрик відкинув ще 181 картку. Після цього в нього залишилося 1632 картки (1813 – 181 = 1632).

Відповідь. 1632 картки.
13. За допомогою ігрового автомата з натуральним числом дозволяється виконувати такі дії:
1) дописати в кінці цифру 4;

2) дописати в кінці цифру 0;

3) поділити на 2 (якщо число парне).

Чи можна із числа 4 отримати число 2014?

Розв’язання. Для того, щоб із числа 4 отримати число 2014, спробуємо отримати з числа 2014 число 4 за допомогою зворотних операцій:

А) закреслення цифри 4 в кінці;

Б) закреслення цифри 0 в кінці;

В) множення числа на 2.

Дістанемо 2014 → 201 → 402 → 804 → 80 → 8 → 16 → 32 → 64 → 6 → 12 → 24 → 2 → 4.
Прочитавши цю послідовність чисел від кінця до початку, робимо висновок, що можна.

Відповідь. Можна.
14. Натуральні числа х, у та z більші за 1 і задовольняють умови х у = 20 і у z = 14. Чому дорівнює х z ?

Розв’язання. 14 = 2 ∙ 7.

Якщо у = 2, то х у = 20, звідки х = 10. Тоді z = 7.
Якщо у = 7, то х – дробове число, що не задовольняє умові.

Отже, х z = 10 ∙ 7 = 70.

Відповідь. 70.
15. Петя старший за Колю на 1 рік і сума цифр року народження кожного з них є непарним числом. Довести, що в 2014 році обидва вони вже не школярі, або ще не будуть школярами.
Доведення. Очевидно, що суми цифр сусідніх натуральних чисел відрізняються одна від одної на 1 в усіх випадках, крім одного – коли менше з них закінчується цифрою 9. Оскільки, за умовою, обидві суми цифр непарні, то вони не можуть відрізнятися на 1, і, отже, Петя народився в один із таких років 2009, 1989, 1969, 1949 і т. д. Якщо він народився в 1989 році або раніше, то вони вже не школярі. Якщо ж Петя народився в 2009 році, то в 2014 році йому ще не буде шести років і він ще не буде школярем.
16. У марафонському забігу брало участь 2014 осіб. Кількість осіб, яких випередив Іван, вдвічі більша, ніж кількість осіб, які випередили Івана. Яке місце зайняв Іван у забігу?
Розв’язання. Нехай кількість осіб, які випередили Івана, становить х. Тоді кількість осіб, яких випередив Іван, дорівнює 2х. Маємо рівняння:

х + 2х + 1 = 2014, звідки х = 671. Отже, Іван зайняв 672-ге місце.
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Відповідь. 672-ге місце.
5 клас
1. В числі 20132014 закреслити п’ять цифр так, щоб число, яке утворене рештою цифр в тому самому порядку, було найбільшим;  б) найменшим.

Відповідь. 234; 200.
2. Один хлопчик сказав, що 1 січня 2014 року різниця між числами прожитих ним місяців і повних років дорівнює 114. Коли народився цей хлопчик?
Розв’язання. Нехай хлопчик прожив х років та у місяців. Тоді він прожив 

12х + у місяців. За умовою (12х + у) – х = 114, тобто 11х + у = 114.

Оскільки у ≤ 12, то х = 10, у = 4, тобто хлопчик прожив 10 років і 4 місяці.

Отже, хлопчик народився 1 вересня 2003 року.
Відповідь. 1 вересня 2003 року.
3. Знайти суму кубів цифр числа 2014.
Розв’язання. 23 +03 +13 + 43 = 8 + 0 + 1 + 64 = 73.
Відповідь. 73.
4. У виразі 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 розставити між деякими із цифр знаки чотирьох арифметичних дій +, -, ∙, : та дужки так, щоб вийшло 2014.
Розв’язання. Джерелом для пошуку розв’язку є такі рівності: 9 ∙ 8 ∙ 7 = 504 і  504 ∙ 4 = 2016. Далі використовуємо решту цифр, щоб одержати рівність:
9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ (6 + 5 – 4 – 3) – 2 + 1 ∙ 0 = 2014. Це є одна є можливих відповідей.
5. На дошці записані числа 20 і 14. Дозволяється записувати нові числа, які дорівнюють сумі будь-яких двох наявних вже чисел. Довести, що цей спосіб побудови послідовності чисел може призвести до написання числа 2014.
Доведення. 20 ∙ 30 + 14 ∙ 101 = 600 + 1414 = 2014. Наведений приклад доводить дане твердження.
6. Є число 20142014…, яке складається з 2014 цифр. Знайти останню цифру цього числа.
Розв’язання. У числі 20142014… можна виділити групи по 4 цифри 2, 0, 1, 4, які повторюються одна за одною.
Оскільки 2014 : 4 = 503 (2 ост.), то на 2012-му місці стоїть остання цифра з вказаної четвірки, тобто цифра 4.тому на 2013-му місці стоїть цифра 2 (перша цифра цієї четвірки), а на 2014-му місці – цифра 0.
Відповідь. 0.
7. Яка перша цифра у найменшому натуральному числі, в якому сума цифр дорівнює 2014?
Розв’язання. У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2014 повинно бути використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює 
223 + 1 = 224 цифри, бо 2014 : 9 = 223 (7 остача).
Отже, шукане число складається із 223-х дев’яток і однієї сімки. Серед таких чисел найменшим є число, перша цифра якого дорівнює 7.
Відповідь. 7.
8. Число закінчується цифрою 7. Якщо цю цифру відкинути і від першого числа відняти отримане число, то дістанемо 2014. Знайти початкове число.
Розв’язання. Нехай отримане число (від’ємник) дорівнює х, тоді початкове число 10х + 7. Маємо рівняння: 10х + 7 – х = 2014;  9х = 2007;  х = 223.
Відповідь. 2237.
9. Марійка любить гратися з числами. Вона грає таку гру:
А) вибирає будь-яке число;

Б) якщо воно парне, то вона його ділить на 2 і записує результат;
В) якщо воно непарне, вона додає до нього 9 і суму ділить на 2; результат записує.

Такі ж операції вона проробляє над кожним із записаних результатів, поки не отримає число 1.

Сьогодні вона грає з числом 2014. Скільки всього чисел вона отримає від 2014 до 1 включно в результаті такої гри?

Розв’язання. 2014 → 1007 → 1016 → 508 → 254 → 127 → 136 → 68 → 34 → 17 → 26 → 13 → 20 → 10 → 5 → 14 → 7 → 16 → 8 → 4 → 2 → 1.
Відповідь. 22 числа.
10. Знайти найбільше п’ятизначне число, яке націло ділиться на 2014, всі цифри якого різні.
Розв’язання. 94658 : 2014 = 47.
Відповідь. 94658.
11. Знайти таке п’ятицифрове число, яке ділиться на 2014 і містить цифри 0, 1, 2, 4.
Розв’язання. 12084 : 2014 = 6.
Відповідь. 12084.
12. Скільки є чотирицифрових чисел, у яких всі чотири цифри різні, діляться на 2014?
Розв’язання. 4028 : 2014 = 2;  6042 : 2014 = 3;  8056 : 2014 = 4.
Відповідь. Три числа.
13. Скільки є п’ятицифрових чисел, у яких всі п’ять цифр різні, таких, що діляться на 2014?
Розв’язання. 12084 : 2014 = 6;      14098 : 2014 = 7;       24168 : 2014 = 12;

28196 : 2014 = 14;   52364 : 2014 = 26;     54378 : 2014 = 27;

56392 : 2014 = 28;   58406 : 2014 = 29;     72504 : 2014 = 36;

74518 : 2014 = 37;   76532 : 2014 = 38;     78546 : 2014 = 39;

82574 : 2014 = 41;   94658 : 2014 = 47.
Відповідь. 14 чисел.
14. Переставляючи цифри числа 2014, отримали всі можливі чотирицифрові числа, які розмістили у порядку зростання. Чому дорівнює найбільша різниця між двома сусідніми числами у цьому розміщенні?
Розв’язання. 4012 – 2410 = 1602.

Відповідь. 1602.
15. Розв’язати ребус: АР ∙ ФА = 2014. Однакові букви позначають однакові цифри, а різні букви позначають різні цифри.
Відповідь. 38 ∙ 53 = 2014.
16. Розв’язати ребус: А2014А = Б ∙ В ∙ 1Б0В. Однакові букви позначають однакові цифри, а різні букви позначають різні цифри.
Відповідь. 120141 = 9 ∙ 7 ∙ 1907.
17. Розв’язати ребус: 2014 ∙ АА = ББВГГВ. Однакові букви позначають однакові цифри, а різні букви позначають різні цифри.
Відповідь. 2014 ∙ 55 = 110770.
18. Розв’язати ребус: 2014 ∙ *** = 20**14.

Відповідь. 2014 ∙ 101 = 203414.
19. Розв’язати ребус: ОЛІМ + ПІ +АДА = 2014. Однакові букви позначають однакові цифри, а різні букви позначають різні цифри.
Відповідь. 1409 +70 + 535 = 2014;       1409 +30 + 575 = 2014;

1024 + 32 +858 = 2014;      1024 + 52 + 838 = 2014;

1427 + 82 + 505 = 2014;     1784 + 38 + 202 = 2014;

1234 + 83 + 707 = 2014;     1243 + 64 + 707 = 2014.
20. Знайти хоча б один розв’язок ребусу: МАТЕ + МАТИ – КА = 2014, де МАТЕ і МАТИ – чотирицифрові числа, а КА – двоцифрове число. Однакові букви позначають однакові цифри, а різні букви позначають різні цифри.
Відповідь. 1026 + 1028 – 40 = 2014.
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6 клас
1. Скоротити дріб   [image: image5.png]


.
Відповідь. [image: image7.png]140
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 .
2. Знайти знаменник дробу [image: image9.png]2014!
2014




 після його скорочення.
Розв’язання. Оскільки в чисельник входять множники 20; 40 = 20 ∙ 2; 60 = 20 ∙ 3; 80 = 20 ∙ 4; … ; 2000 = 20 ∙ 100, то чисельник ділиться на [image: image11.png]2014



. Тому після скорочення дробу вийде ціле число.
Відповідь. 1.
3. Який дріб більший: [image: image13.png]2013
2014



 чи [image: image15.png]2014
2015



 ? 
Розв’язання. Перший дріб менший від одиниці на [image: image17.png]2014



, а другий – на [image: image19.png]2015
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4. Яку цифру треба дописати справа до числа 2014, щоб отримане число ділилось на 9?
Розв’язання. На 9 діляться ті числа, сума цифр яких ділиться на 9. 
Оскільки 2 + 0 + 1 + 4 = 7, то наступна цифра повинна бути 2, бо 7 + 2 = 9 і 9 [image: image31.png]


 9.
Відповідь. 2.
5. До числа 2014 зліва і справа дописати одну й ту саму цифру так, щоб отримати шестизначне число, яке ділиться на 3. Знайти всі такі цифри.

Розв’язання. Маємо [image: image33.png]a2014a



, 

а + 2 + 0 + 1 + 4 + а = 2а + 7,    2а + 7 [image: image35.png]


  3.
Умову задовольняють значення а = 1; 4; 7. Отримаємо числа 120141, 420144 і 720147, які діляться на 3.
Відповідь. 1; 4; 7.
6. Які дві цифри треба дописати справа до числа 2014, щоб отримане число ділилося на 101?

Розв’язання. Оскільки 201400 : 101 = 1994 (ост. 6), то 101 – 6 = 95.

Число 201495 ділиться на 101, тому треба дописати цифри 9 і 5. Будь-яка інша пара цифр не буде розв’язком задачі, в супротивному випадку між числами 201400 і 201500 існували б два числа, які діляться на 101, а тоді їх різниця ділилась би на 101, чого не може бути.
Відповідь. 9 і 5.
7. На дошці записані числа від 1 до 2014. Хлопчик підкреслив всі числа, які діляться на 2, потім – ті, що діляться на 3, і після того – ті, що діляться на 4. Скільки чисел хлопчик підкреслив тільки двічі?

Розв’язання.
Якщо число ділиться на 4, то воно буде підкреслене два рази, оскільки ділиться і на 2, і на 4. З цього ряду треба викинути ті числа, які діляться на 3: 

4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, … , тобто кожне третє число. 

Усіх чисел, кратних чотирьом від 1 до 2014 є 503, з них 167 ділиться і на 3. Тому залишилося 336 чисел.

Далі треба порахувати кількість таких чисел, які діляться і на 2, і на 3, тобто на 6, але лише виду 6 · (2k - 1), де k – натуральне число: 6 · 1, 6 · 3, 6 · 5, … , 6 · 335.Таких чисел є 168. Разом 335 + 168 = 504.

Відповідь. 504.

8. Знайти семицифрові числа, які починаються з 2014 і діляться на 6, 7, 8 і 9?
Відповідь. 2014488 і 2014992.
9. Скільки існує натуральних чисел, які не перевищують 2014 і мають суму цифр, кратну 5?
Розв’язання. Серед чисел кожного десятка, який починається числом з останньою цифрою 0 і закінчується числом з останньою цифрою 9, є рівно два потрібних нам числа з сумою цифр, кратною 5:

14, 19, 23, 28, 32, 37, 41, 46, 50, 55, 64, 69, 73, 78, 82, 87, 91, 96, 104, 109, … .

Таких повних десятків набирається 201. Крім того, перший десяток містить потрібне число 2012. Всього чисел набирається 1 + 201 ∙ 2 + 1 = 404.
Відповідь. 404.
10. Скільки існує пар натуральних чисел, в яких найменше спільне кратне дорівнює 2014?

Розв’язання. Розглянемо два випадки:
1) Нехай одне з чисел дорівнює 2014 (а = 2014). Тоді друге число може бути будь-яким дільником числа 2014. 

Оскільки 2014 = 2 ∙ 19 ∙ 53, то b = {1; 2; 19; 38; 53; 106; 1007}. Є 7 пар таких чисел а і b.
2) Жодне з чисел а і b не дорівнює 2014. 

Тоді можливі пари: (2; 1007), (19; 106), (38; 53). Є 3 пари таких чисел а і b.
Отже, всього є 7 + 3 = 10 пар натуральних чисел, які задовольняють умові.

Відповідь. 10 пар.

11. Число 20 ділять «кутом» на число 14. Яка цифра стоїть в частці на 2014-му місці після коми?
Розв’язання. 20 : 14 = 1,42857… (ост. 2). Цикл повторюється з періодом 6. 

Далі маємо 2014 : 6 = 225 (ост. 4).
4 + 1 = 5. 

П’ята цифра в періоді (142857) є цифра 5.

Відповідь. 5.
12. Знайти останню цифра числа 52014 ∙ (1 + 2 + 3 + 4 + … + 2014). 
Розв’язання. Останньою цифрою числа 52014 є цифра 5. Тому шукана остання цифра добутку залежить від парності числа (1 + 2 + 3 + 4 + … + 2014), а ця парність залежить від кількості непарних доданків у цій сумі. В останній сумі порівну парних і непарних доданків, тому непарних серед них рівно 1007. Таким чином ця сума є непарним числом. Звідси випливає, що добуток числа, що закінчується на цифру 5 та непарного числа має останню цифру також 5.
Відповідь. 5.
13. Знайти невідоме значення х, що задовольняє рівність: х * 2014 = 2013 * х, де через * позначено операцію, яка визначається рівністю а * b = а + b – 2аb.
Розв’язання. х + 2014 – 2 ∙ 2014 х = 2013 + х – 2 ∙ 2013 х;

1 = 2 х (2014 – 2013);    х = 0,5.
Відповідь. 0,5.
14. Петрик перемножив перші 2014 простих чисел. Скількома нулями закінчується добуток?
Розв’язання. Один нуль дістанемо, коли 2 ∙ 5. Більше нулів немає.

Відповідь. 1.

15. Записати всі можливі прості числа за допомогою цифр 2, 0, 1, 4 в заданому порядку та знаків арифметичних дій.
Розв’язання. 2 + 0 ∙ 14 = 2;        2 + 0 – 1 + 4 = 5;         2 + 0 + 1 + 4 = 7;

20 + 1 – 4 = 17;    20 – 1  + 4 = 23;           201 – 4 = 197.
16. У скількох простих чисел, менших за 2014, сума цифр дорівнює 2?

Розв’язання. Випишемо всі числа, які менші за 2014, сума цифр яких дорівнює 2. Це 2, 11, 20, 101, 110, 200, 1001, 1010, 1100, 2000. Зрозуміло, що ті серед них, у яких остання цифра рівна 0 є складеними, оскільки діляться принаймні на 2. Серед решти простими є числа 2, 11, 101.
Відповідь. 3 числа.

17. До числа 2014 справа і зліва дописати одну й ту саму цифру, щоб отримане число стало простим.
Відповідь. 2 розв’язки (320143, 920149).
18. Маємо 5 шматочків тканини для карнавального костюма. Деякі з них розрізали на 5 клаптиків кожний. Деякі з них знову поділили на 5 частин і так далі. Чи можна таким чином одержати 2014 клаптиків, щоб потім пошити з них карнавальний костюм? 

Розв’язання. Оскільки кожного разу кількість клаптиків збільшується на 4п, то ми діставатимемо лише числа виду 4п + 1. А число 2014 є числом виду 4п + 2 (бо 2014 = 4 ∙ 503 + 2).

Отже, карнавальний костюм не буде пошитий, оскільки не можна одержати 2014 клаптиків.

Відповідь. Не можна.
19. Прямокутник розрізується на два многокутники. Потім один з них знову розрізується на дві частини і т.д. Операція розрізання многокутників повторюється 671 раз. Після операції підрахунок показав, що одержані многокутники містять всього 2014 вершин (Вершина кожного многокутника рахується окремо). 
Чи вірно зроблено підрахунок?

Розв’язання. Розпочнемо із випадку, коли всі одержані многокутники є трикутниками. 
Після першого розрізування число вершин дорівнюватиме 3 + 1 ∙ 3 = 6.
Після другого – 3 + 2 ∙ 3, після 671-го – 3 + 671 ∙ 3 =2013 ≠ 2014.

Якщо при розрізуванні появиться хоч один многокутник, відмінний від трикутника, то число вершин всіх одержаних многокутників буде більшим, ніж 2014 (переконайтесь в цьому, розрізавши даний прямокутник на два чотирикутники, або на п’ятикутники і трикутники і т.д.).

Отже, підрахунок проведено неправильно.

Відповідь. Не вірно.
20. Чи може число виду 2014п містити порівну цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9?
Розв’язання. Якщо запис числа містить порівну всіх цифр від 1 до 9, то воно ділиться на суму цих цифр, тобто на 45. Але число 2014, а отже, й число 2014п не ділиться на 3, і тому відповідь на питання – негативна.
Відповідь. Не може.
21. На дошці написані числа 1 і 2. Петя може збільшити будь-яке записане на дошці число в 2 рази або додати будь-які два наявні числа, після чого записати отримане число на дошку. Ганчірки в Петі немає, тому стирати з дошки він не може. Як йому отримати число 2014, виконавши не більше 20 дій?
Розв’язання. Першою дією Петя запише число 3 = 2 + 1. Потім Петя буде виконувати такі операції:
1) 2 + 1 = 3;                         2) 3 ∙ 2 = 6;                         3) 6 + 1 = 7;

4) 7 ∙ 2 = 14;                        5) 14 + 1 = 15;                    6) 15 ∙ 2 = 30;

7) 30 + 1 = 31;                     8) 31 ∙ 2 =62;                      9) 62 ∙ 2 = 124;

10) 124 + 1 = 125;              11) 125 ∙ 2 = 250;               12) 250 + 1 = 251;

13) 251 ∙ 2 = 502;               14) 502 + 1 = 503;              15) 503 ∙ 2 = 1006;

16) 1006 + 1 = 1007;          17) 1007 ∙ 2 = 2014.
22. На столі в ряд лежать 2014 яблук. Петя бере кожне десяте яблуко (тобто десяте, двадцяте, тридцяте і т.д.). Після цього він бере кожне дев’яте із решти яблук, потім кожне восьме із решти і т.д. Нарешті він бере кожне п’яте із решти в цей момент яблук. Скільки яблук залишиться на столі?
Розв’язання. Розіб’ємо яблука на десятки (1-10, 11-20, … , 2001-2010, 2011-2014), останній десяток неповний.

Першим ходом Петя бере по останньому яблуку з кожного десятка, крім неповного. Після цього від кожного повного десятка залишиться по 9 яблук, і другим ходом Петя знову візьме по останньому яблуку із кожного десятка, крім неповного.
Таким чином, після п’яти ходів від кожного із 202 десятків, включаючи неповний, залишиться по 5 яблук, звідки й слідує відповідь (202 – 1) ∙ 5 = 1005.
[image: image145.png]


Відповідь. 1005.
7 клас
1.  В рівності 1980 + 34 = 211 – 34 пересунути дві цифри так, щоб вийшла правильна рівність.
Розв’язання. Дві одиниці пересунути в показник степеня. Тоді маємо: 

1980 + 34 = 2014 і 211 – 34 =2048 – 34 =2014.
2. Якою цифрою закінчується число 2014 + 1420?
Відповідь. Цифрою 6.
3. Довести, що число (22014 – 1) (22014 + 1) кратне 3.

Доведення. Із трьох послідовних натуральних чисел 22014 – 1, 22014 , 22014 + 1 одне обов’язково кратне 3. Число 22014 не ділиться на 3. Отже, одне із двох чисел 22014 – 1 або 22014 + 1 ділиться на 3, а значить, і їх добуток ділиться на 3.
4.  Чи можна у виразі  1 * 2 * 3 * … * 2014 = 2 * 0 * 1 * 4  замінити кожний знак «*» знаком «+» або «-» так, щоб отримати вірну рівність?

Розв’язання. [image: image37.png]1-2-3+4+45-6-7+8+9-10—-11+12+--—
P —
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 = 2 + 0 + 1 – 4 = -1.

Відповідь. Можна.
5. На дошці записані числа 20 і 14. Дозволяється записувати нові числа, які дорівнюють сумі будь-яких двох наявних вже чисел. Довести, що цей спосіб побудови послідовності чисел може привести до написання числа 2014.
Розв’язання. Один із можливих способів: 20 ∙ 30 + 14 ∙ 101 = 600 + 1414 = 2014.
6. Знайти всі натуральні розв’язки рівняння 20 х + 14 у = 2014.
Відповідь. 15 розв’язків - (100; 1), (93; 11), (86; 21), (79; 31), (72; 41), (65; 51), 

(58; 61), (51; 71), (44; 81), (37; 91), (30; 101), (23; 111), (16; 121), 

(9; 131), (2; 141).

7. Знайти всі чотиризначні числа, які в сумі із своєю сумою цифр дають 2014.
Розв’язання. Найбільша сума цифр може бути у числа 1999 (1 + 9 + 9 + 9 = 28). Тоді 2014 – 28 = 1986. Отже, шукані числа більші за 1985. Перевіркою переконуємося, що крім чисел 1988 і 2006, інші числа даній умові не задовольняють. 1988 + 26 = 2014, 2006 + 8 = 2014.
Відповідь. 1988 і 2006.
8. Довести, що число 92014 + 1 не ділиться на 100.
Доведення. Доведемо, що друга цифра числа 92014 не нуль, тобто, що число 92014 не закінчується цифрами 99.
Відомо, що останні дві цифри добутку визначаються останніми двома цифрами множників. Випишемо останні дві цифри перших одинадцяти степенів дев’ятки:

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	09
	81
	29
	61
	49
	41
	69
	21
	89
	01
	09


Оскільки 911 закінчується тими самими цифрами, що й 91, то надалі піднесення дев’ятки до степеня ця послідовність буде періодично повторюватися з періодом 10.
Отже, останні дві цифри числа 92014 такі самі, як і в числа 94, тобто 61, а число 92014 + 1 закінчується на 62, тобто не ділиться на 100.
9. Чотиризначне число закінчується цифрою 4. Якщо цю цифру перенести на початок числа, то отримаємо число, різниця між яким і даним числом дорівнює сьомому степеню числа 3. Знайти дане чотиризначне число.
Розв’язання. Відомо, що 37 = 2187.
Нехай шукане число [image: image41.png]


 або 1000a + 100b + 10c + 4.
Нове число 4000 + 100a + 10b + c.
Згідно умови 4000 +100а + 10b + с - 1000а - 100b -10с – 4 = 2187;

1000 (4 – а) + 100 (а – b) + 10 (b – с) + (с - 4) = 2187.

Звідки а = 2, b = 0, с =1.
Відповідь. 2014.
10. Яке найменше невід’ємне число можна отримати шляхом розстановки знаків «+» і «-» між числами 1; 2; 3; 4; …; 2009; 2010; 2011; 2012; 2013; 2014?
Розв’язання. Очевидно, що результат буде цілим числом, причому непарним (1007 парних чисел і 1007 непарних чисел).

Якщо в четвірці чисел п, п + 1, п + 2, п + 3 розставити знаки таким чином:

п – (п + 1) – (п + 2) + (п + 3), то в сумі вийде 0. Розставимо таким способом знаки в четвірках: (3; 4; 5; 6), (7; 8; 9; 10), … , (2011; 2012; 2013; 2014), а між четвірками поставимо знаки «+». Значення такої суми дорівнює 0. Залишається поставити знак «+» між числами 1 і 2.
Отже, значення всього виразу дорівнює 3.
Відповідь. 3.
11. Знайти найменше натуральне число, сума цифр якого дорівнює 2014.
Розв’язання. Щоб шукане число було найменшим, воно має розпочинатися найменшою можливою цифрою і мати найменше розрядів. При цих обмеженнях сума його цифр буде даною тільки тоді, коли всі останні цифри будуть найбільшими, тобто дев’ятками.
2014 = 9 ∙ 223 + 7, тому шуканим буде число [image: image43.png]7999...9
222
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.
Відповідь. [image: image45.png]7999...9
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.
12. Скільки існує шестизначних чисел, які починаються з 2014 та діляться на 2, 3, 4, 5, 6 і 8?
Відповідь. Одне число 201480.
13. Скільки існує шестизначних чисел, які починаються з 2014 та діляться на 2, 3, 4, 5, 6 і 9?

Відповідь. Одне число 201420.

14. У записі натурального числа К використовуються тільки одиниці і двійки, причому одиниць в 4 рази більше, ніж двійок. Довести, що число К + 2014 складене.

Доведення. Якщо число К закінчується цифрою 2, то сума закінчується цифрою 6. Отже, число буде парне, а парне число є складеним.

Якщо число К закінчується цифрою 1, то сума К + 2014 закінчується цифрою 5. Отже, за ознакою подільності на 5, це число ділиться на 5.
Таким чином, це число має принаймні три дільники, а тому є складеним.
15. На дошці було записано два числа 1 і -1. Петя продовжив записувати числа в цьому ряді за правилом: кожне наступне записане число дорівнює добутку двох попередніх. Чому дорівнює сума перших 2014 таких чисел?
Розв’язання. Продовжимо цей ряд чисел: [image: image47.png]


 [image: image49.png]


 [image: image51.png]


 1; …
Числа можна розбити на групи по 3 числа, сума яких дорівнює -1. 

Оскільки 2014 = 671  ∙ 3 + 1, то отримуємо результат -671 + 1 = -670.

Відповідь. -670.

16. Для будь-яких чисел а, b і с знайти найменше значення виразу:
[image: image53.png]2014 — a|



 + [image: image55.png]la—=b|+ |b—c|+ |c—4102|.




Розв’язання. Використаємо геометричний зміст модуля. Тоді числа [image: image57.png]2014 — a|



, [image: image59.png]


, [image: image61.png]|b—c|



, [image: image63.png]e —4102]



 - це відстань між даними числами на координатній прямій.
Отже, найменше значення суми дорівнює 4102 – 2014 = 2088.

Відповідь. 2088.
17. 2014 осіб стоять по кругу. Кожний з них – лицар, який завжди говорить правду, або брехун, який завжди бреше. Кожний із 2014 осіб сказав: «Всі, крім, можливо, мене і моїх сусідів - брехуни». Скільки може бути брехунів серед 2014 осіб?
Розв’язання. Всі брехунами бути не можуть, бо тоді всі говорили б правду. Візьмемо лицаря А. Всі, крім, можливо, А і його сусідів – брехуни. Обидва сусіди А брехунами бути не можуть, бо тоді вони говорили б правду. Лицарями обидва вони теж бути не можуть, бо тоді обидва брехали б. А ось випадок, коли один з них лицар, а другий – ні, можливий, що й дає відповідь (2014 – 2 = 2012).
Відповідь. 2012.
18. Всі натуральні числа від 1 до 2014 виписані так, що спочатку були виписані в порядку зростання числа, сума цифр яких дорівнює 1, потім, також в порядку зростання, числа із сумою цифр 2, потім – числа, сума цифр яких дорівнює 3 і т.д. На якому місці виявилося число 2014?

Розв’язання. Сума цифр числа 2014 дорівнює 7. Маємо 4 числа із сумою цифр, що дорівнює 1, 10 чисел із сумою цифр, що дорівнює 2, 18 чисел із сумою цифр, що дорівнює 3, 26 чисел із сумою цифр, що дорівнює 4, 34 числа із сумою цифр, що дорівнює 5, 46 чисел із сумою цифр, що дорівнює 6, та 66 чисел із сумою цифр, що дорівнює 7. Їх сума становить 204.
[image: image146.png]


Отже, число 2014 знаходиться на 204-му місці.
Відповідь. На 204-му місці.
8 клас

1. Знайти останню цифру десяткового запису числа [image: image65.png]32012

2014201



.
Розв’язання. Число 4 в непарному степені дає число,яке закінчується цифрою 4, а в парному степені дає число, яке закінчується цифрою 6. Оскільки показник степеня [image: image67.png]20132012



 є числом непарним, то останньою цифрою числа [image: image69.png]32012

2014201



 є цифра 4.
Відповідь. 4.

2.  Чи можна число 2014 подати у вигляді різниці квадратів двох натуральних чисел? 
Розв’язання. Ні, бо 2014 ділиться на 2, але не ділиться на 4. Оскільки в даному випадку різниця а2 – b2 парна, то парні і а – b та а + b, тобто а2 – b2 ділиться на 4.
3. Чи існують цілі числа х і у такі, які б задовольняли рівняння у2 + 2014 = х2 ?
Розв’язання. Запишемо рівняння у вигляді: х2 – у2 = 2014. Далі аналогічно попередній вправі.
Відповідь. Не існують.
4. Чи є число [image: image71.png]32014

1+ 2



 простим?
Розв’язання. Число 32014 кратне трьом, тому його можна записати у такому вигляді: 32014 = 3п (де п – число натуральне). Тоді дане число запишеться так: 

1 + 23п = 13 + (2п)3 = (1 + 2п) (1 – 2п + 22п). А це означає, що дане число є числом складеним.
5. Знайти всі натуральні розв’язки рівняння х2 у – 2 = 2014.

Розв’язання. Запишемо дане рівняння у вигляді: 

х2 у = 2016 = 122  ∙ 14 = 22  ∙ 504 = 42  ∙ 126 = 32  ∙ 224 = 62  ∙ 56 = 12  ∙ 2016.
Відповідь. (1; 2016), (2; 504), (3; 224), (4; 126), (6; 56), (12; 14).
6. Яка перша цифра у найменшому натуральному числі, в якому сума цифр дорівнює 2014?
Розв’язання. У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2014 повинно бути використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює 224 цифри (2014 : 9 = 223(7 ост.) і 223 + 1 = 224). Отже, шукане число складається з 223 дев’яток і однієї сімки. Серед усіх таких чисел найменшим є число [image: image73.png]799..9
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, перша цифра якого дорівнює 7.
Відповідь. 7.
7. Чи може сума цифр натурального числа, що є точним квадратом, дорівнювати 2014?

Розв’язання. Якщо сума цифр натурального числа п2 дорівнює 2014, то вона не ділиться на 3, тобто при діленні на 3 дає остачу 1 або 2. Тоді п2 при діленні на 3 дає остачу 1. 2014 при діленні на 3 дає в остачі 1. Тоді сума цифр може дорівнювати 2014.
Відповідь. Може.
8. Чи є число 20132 + 20132 ∙ 20142 + 20142 точним квадратом?
Розв’язання. Розв’яжемо цю задачу у загальному вигляді: чи є точним квадратом вираз а2 + а2 (а + 1)2 + (а + 1)2?
Маємо: а2 + а4 + 2 а3 + а2 + 2а + 1 = а4 + 2 а3 + 3а2 + 2а + 1 = (а2 + а + 1)2.
З цього випливає, що й дане число є точним квадратом.

Відповідь. Так.
9. Знайти остачу від ділення 92014 на 8.
Розв’язання. При діленні 9 на 8 маємо в остачі 1. Але 12014 = 1. Тому остача від ділення 92014 на 8 дорівнює 1.
Відповідь. 1.
10. Чи існує натуральне число, десятковий запис квадрата якого закінчується на 2014?
Розв’язання. Цифрою 4 закінчуються квадрати чисел, остання цифра яких 2 або 8, тобто чисел виду 10а + 2 або 10а – 2, де а ϵ N. 

Оскільки (10а ± 2)2 = 100а2 ± 40а + 4, то передостання цифра цього числа є парна. А в числі 2014 в розряді десятків є цифра непарна.
Відповідь. Ні, не існує.
11. Визначити дві останні цифри числа 22014.
Розв’язання. Знайдемо послідовність остач від ділення на 100 чисел виду 2п. Вона має вигляд: 2; 4; 8; 16; 32; 64; 28; 56; 12; 24; 48; 96; 92; 84; 68; 36; 72; 44; 88; 76; 52; 04; … Бачимо, що, починаючи з другої остачі 4 для п = 22, остачі від ділення повторюються з періодом 20. Оскільки 2014 при діленні на 20 дає остачу 14, то останні дві цифри числа 22014 такі ж, як дві останні цифри числа 214, тобто 8 та 4.
Відповідь. 8 і 4.
12. Числа 22014 і 52014 записані одне за одним. Скільки цифр має отримане таким чином число?
Розв’язання. 22014  ∙ 52014 = (2 ∙ 5)2014 = 102014 = [image: image75.png]


. Отже, число має 2015 цифр.
Відповідь. 2015 цифр.
13. До числа 2014 і справа, і зліва дописати одну й ту саму цифру, щоб отримане шестицифрове число ділилося націло на 14.
Розв’язання. 820148 : 14 = 58582. Треба дописати цифру 8.

Відповідь. 8.

14. Чому дорівнює х – у, якщо х = 12 + 22 + 32 + 42 + … + 20142 і
у = 1 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 3 ∙ 5 + 4 ∙ 6 + … + 2013 ∙ 2015?
Розв’язання. у = (2 – 1) (2 + 1) + (3 – 1) (3 + 1) +(4 – 1) (4 + 1) + (5 – 1) (5 + 1) + … + (2014 – 1) (2014 + 1) = 22 + 32 + 42 + 52 + … + 20142 – [image: image77.png](1+ 14+ 1)
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.
Тому х – у = 12 + [image: image79.png](1+ 14+ 1)
Tl
2013 pasis



 = 2014.
Відповідь. 2014.
15. Під час новорічного карнавалу Вовочка забіг до свого класу і побачив на дошці приклад на піднесення числа до п’ятого степеня. Він стер чотири цифри в результаті і отримав 20***14*. Яке число підносили до п’ятого степеня?
Розв’язання. Помічаємо, що 205 = 3200000 < 20***14* < 305 = 24300000. 
Перевіримо п’ятий степінь чисел, близьких до 30. Маємо 295 = 20511149. Тому на дошці було написано 295 = 20511149.
Відповідь. 29.
16. У десятковому записі числа [image: image81.png].



 викреслили 2014-ту цифру після коми. Що більше: одержане число чи [image: image83.png].



?
Розв’язання. Оскільки [image: image85.png].



 = 0,0(714285), то 2014-а цифра після коми – 4. 
(2014 : 6 = 335 (4 ост.). Якщо врахувати цифру 0 в розряді десятих, то одержуємо цифру 4). Якщо ж цифру 4 викреслити, то на її місці опиниться цифра 2. 
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Отже, одержане число буде менше.

Відповідь. [image: image87.png].



.
9 клас

1. Знайти дві останні цифри суми: 20! + 14!. 
Відповідь. 00.
2. Довести нерівність: [image: image89.png]1+

+ =+ .t == > V2014

01z




Доведення. [image: image91.png]= ( 2014+‘2°“+‘2°“+ + 1)

3012 +o0iz 3



.
Другий співмножник у цій рівності – це сума 2014 доданків, кожний з яких більший від 1. Отже, добуток буде більшим від [image: image93.png]2014 = y2014.




 
Що й треба було довести.
3. Порівняти значення виразів: 20144 – 20142  + 1 та (2013 ∙ 2015)2 + 2013 ∙ 3015 – 1.
Розв’язання. Позначимо через х = 2013 ∙ 2015, тоді х + 1 = 20142. Перше число дорівнює 20144 – 20142  + 1 = (х + 1)2 – (х + 1) + 1 = х2 + х + 1.
Друге число дорівнює (2013 ∙ 2015)2 + 2013 ∙ 3015 – 1 = х2 + х – 1.
Відповідь. Більшим є число 20144 – 20142  + 1.
4. Для додатних чисел а, b довести нерівність: [image: image95.png]


≥[image: image97.png]22015




Доведення. З нерівності між середніми, яку ми використовуємо двічі, маємо, що [image: image99.png]



= [image: image101.png]2((1 +2)(1 Jrzi))1007 =2(2 +%+§)lw 22(2 - 2)1007 = 22015




5. Знайти остачу від ділення 2013 ∙ 2014 ∙ 2015 + 20142 на 7.
Розв’язання. При діленні на 7 число 2013 дає в остачі 4, число 2014 – дає в остачі 5, число 2015 – дає в остачі 6. Тому даний вираз при діленні на 7 дасть таку саму остачу, як і 4 ∙ 5 ∙ 6 + 53 = 120 + 125 = 245, тобто 0, бо 245 ділиться на 7. 
Відповідь. 0.
6. Чи можна числа 1; 2; 3; …; 2013; 2014 записати в такому порядку, щоб сума будь-яких двох чисел, які записані через одне число, ділилась без остачі на 7?
Розв’язання. Сума всіх натуральних чисел від 1 до 2014 не ділиться на 7. Тому не можна.
Відповідь. Неможна.

7. Знайти такі п’ятицифрові числа, які діляться на 2014, причому всі п’ять цифр різні?
Розв’язання.                   12084 : 2014 = 6;                    14098 : 2014 = 7;

24168 : 2014 = 12;           28196 : 2014 = 14;                   52364 : 2014 = 26;

54378 : 2014 = 27;           56392 : 2014 = 28;                   58406 : 2014 = 29;

72504 : 2014 = 36;           74518 : 2014 = 37;                   76532 : 2014 = 38;

78546 : 2014 = 39;           82574 : 2014 = 41;                   94658 : 2014 = 47.

8. Знайти найбільший дільник числа 32014 + 6, який менший від цього числа.
Розв’язання. Помічаємо, що число дорівнює добутку свого найменшого дільника (відмінного від 1) на найбільший. Найменший дільник тут 3, бо 
32014 + 6 = 3 ∙ (32013 + 2). Отже, найбільший дільник 32013 + 2.
Відповідь. 32013 + 2.
9. Перше число а, друге число b, третє число дорівнює різниці між другим і першим, четверте – різниці між третім і другим і т.д. Яке число стоїть на 2014-му місці?

Розв’язання

Послідовність чисел має вигляд: а, b, b – а, - а, - b, а – b, а, b, b - а, тобто періодична з періодом 6. 

Оскільки 2014 = 6 · 335 + 4, то на 2014-му місці стоїть число -а.

Відповідь. -а.
10. Розв’язати рівняння: 2014 х2 – 2013 х – 1 = 0.
Розв’язання. Помічаємо, що число 1 є коренем даного рівняння. Оскільки добуток коренів дорівнює [image: image103.png]Co1a



 (за теоремою Вієта), то другий корінь дорівнює [image: image105.png]Co1a



. Інших коренів немає.
Відповідь. 1 і [image: image107.png]Co1a



.
11. Знайти всі цілі числа р, для яких рівняння х2 + р х + 2014 = 0 має цілий корінь?
Розв’язання. Нехай х1, х2 – корені. За теоремою Вієта х1 + х2  = -р, х1 ∙ х2 = 2014. З першої рівності видно, що якщо перший корінь є цілим числом, то й другий – ціле число. Оскільки 2014 = 2 ∙ 19 ∙ 53, то можливі випадки (х1; х2): 

(38; 53), (-38; -53), (19; 106), (-19; -106), (2; 1007), (-2; -1007).
Відповідь. ±91; ±125; ±1009.
12. Чи може дискримінант квадратного рівняння з цілими коефіцієнтами дорівнювати 2014?
Розв’язання. У квадратному рівнянні ах2 + bх + с = 0, де а, b, с ϵ Z, дискримінант D = b2 - 4 а с.
Знайдемо цілі розв’язки рівняння b2 - 4 а с = 2014. Оскільки права частина рівняння кратна 2, то й ліва частина кратна 2, тому b = 2 k, тоді 4 k 2 - 4 а с = 2014.
Поділивши обидві частини рівняння на 2, дістанемо: 2 k 2 - 2 а с = 1007. В лівій частині рівняння вийшло парне число, а в правій – непарне, тому рівняння розв’язків у цілих числах немає.
Відповідь. Ні, не може.
13. При яких значеннях параметра а параболи у = х2 + 2014х + а та у = -х2 + ах + 2014 дотикаються одна одної?
Розв’язання. Параболи дотикаються, якщо вони мають рівно одну спільну точку, а тому рівняння х2 + 2014х + а = -х2 + ах + 2014, а отже і рівняння 
2х2 + (2014 – а) х + (а – 2014) = 0 повинно мати єдиний корінь. 

Звідси D = (а – 2014)2 – 8 (а – 2014) = (а – 2014) (а – 2022) = 0.

Отже, а = 2014 або а = 2022.

Відповідь. 2014 і 2022.
14. Розв’язати рівняння: [image: image109.png]


 (Число радикалів у лівій частині нескінченне).
Розв’язання. Позначимо [image: image111.png]x:



 Тоді у = [image: image113.png]V2014



. З іншого боку, усі радикали без першого теж дорівнюють у. Звідси [image: image115.png]Jxy = V2014



, тобто ху = 2014.
Отже, х ∙ [image: image117.png]V2014 = 2014, abo x = v2014.




Відповідь. [image: image119.png]V2014,




15. Розв’язати рівняння: 20 [image: image121.png][x]



 - 14 [image: image123.png]{x}



 = 0, де [image: image125.png][x]



 - ціла частина числа і [image: image127.png]{x}



 - дробова частина числа.
Розв’язання. 20 [image: image129.png][x]



 = 14 [image: image131.png]{x}



. Оскільки 0 ≤ [image: image133.png]{x}



 < 1, то 0 ≤ 20 [image: image135.png][x]



 < 14, звідси х = 0.
Відповідь. 0.
16. Розкласти на множники х4 + 2014 х2 + 2013 х + 2014.
Розв’язання. х4 + 2014 х2 + 2013 х + 2014 = 

= х4 + х3 + х2 + 2013 (х2 + х + 1) – х3 + 1 = 

= х2 (х2 + х+ 1) + 2013 (х2 + х + 1) – (х – 1) (х2 + х + 1) = 
=.(х2 + х + 1) (х2- х + 2014).
Відповідь. (х2 + х + 1) (х2- х + 2014).

17. Сім натуральних чисел виписані в ряд. Кожне число, починаючи з третього, дорівнює сумі двох попередніх чисел. Яке максимально можливе значення може приймати перше число, якщо останнє дорівнює 2014?
Розв’язання. Нехай перше число дорівнює х, а друге – у. Тоді третє число дорівнює х + у, четверте х + 2у, п’яте 2х + 3у, шосте 3х + 5у, сьоме 5х + 8у. Отже, 5х + 8у = 2014.
Якщо х максимальне, то у мінімальне. Тобто нам треба знайти таке найменше у, щоб число 2014 – 8у ділилося на 5 ( бо х – натуральне число). Числа у = 1; 2 не підходять. А при у = 3 отримуємо відповідь х = 398.
Відповідь. 398.
18. Чи можна число 2014 подати у вигляді суми квадратів трьох  натуральних чисел?
Відповідь. Так, можна. Існує 8 способів: 32+ 222 + 392 = 2014, 

52+ 302 + 332 = 2014,  52+ 152 + 422 = 2014,  92+ 132 + 422 = 2014,
132+ 182 + 392 = 2014,  142+ 272 + 332 = 2014,  182+ 272 + 312 = 2014,
212+ 222 + 332 = 2014.
19. На аркуші паперу розташовані 2014 точок, які є вершинами правильного 2014-кутника. Двоє гравців по черзі з’єднують ці точки відрізками. За один хід дозволяється з’єднати будь-які дві точки так, щоб проведені відрізки не перетиналися. Програє той, у кого немає ходу. Хто виграє при правильній грі: перший гравець чи його суперник?

Розв’язання.
Кожна проведена діагональ збільшує на одиницю число многокутників, на які розбивається даний 2014-кутник, при цьому загальне число сторін цих многокутників збільшується на 2 (проведена діагональ називається двічі). Гра завершується, коли даний многокутник буде поділений на трикутник.

Якщо загальне число ходів становить х, то трикутників буде х + 1. Загальне число їх сторін дорівнює 3 (х + 1), або 2014 + 2х.

Дістаємо рівняння: 2014 + 2х = 3 (х + 1), тобто х = 2011.

Число ходів непарне, тому останній хід зробить перший гравець.

Відповідь. Виграє перший гравець.

20. Розв’язати в натуральних числах рівняння х2 + 3ху + 2у2 = 2014.
Розв’язання. Виконаємо тотожне перетворення лівої частини:
х2 + 3ху + 2у2 = (х2 + 2ху + 2у2) + ху + у2 = (х + у)2  + (х + у) ∙ у.
Нехай х + у = t. Тоді t2 + у t = 2014 або t (t + у) = 2014.

Враховуючи, що 2014 = 2  ∙ 19  ∙ 53, розглянемо випадок t = 38 (2 ∙ 19 = 38). Тоді t + у = 53, звідки у = 53 – 38 = 15,  х + у = 38,  х = 38 – 15 23.
Отже, х = 23, у = 15 є розв’язком рівняння.

Всі інші значення t =2; 19; 53; 106; 1007дають цілі розв’язки (-1003; 1005), (-68; 87), (68; -15), (193; -87), (2012; -1005).
Відповідь. х = 23, у = 15.
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21. Розв’язати рівняння: [image: image137.png]20



 + [image: image139.png]Vx+ 14



 = 8.
Відповідь. 11.
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