3 клас

1. .   Вибери правильну відповідь:   20 · (1 + 3) – 20 · 1 + 3 = …

       А. 0;   Б. 13;    В. 63;    Г. 103;    Д. 83.

2. Замінити зірочки цифрами так, щоб сума будь-яких трьох сусідніх чисел дорівнювала 13.
	1
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	3


Відповідь. 
	1
	3
	9
	1
	3
	9
	1
	3


3.   У Петрика є два олівці довжиною 20 см і 13 см. Як з їхньою допомогою відміряти 1 см ? (Ламати олівці не можна!)

Розв’язання. Відміряти спочатку 2 рази по 20 см, а потім 3 рази по 13 см. Різниця між отриманими відрізками становитиме 1 см.

4. Як за допомогою 20-літрового і 13-літрового бідонів відміряти на березі річки 1 літр води ?

Розв’язання. 

	Кроки
	з річки
	20 л
	
	13 л
	в річку

	1
	→
	20
	
	0
	

	
	
	
	→
	
	

	2
	
	7
	
	13
	

	
	
	
	
	
	→ 

	3
	
	7
	
	0
	

	
	
	
	→
	
	

	4
	
	0
	
	7
	

	
	→
	
	
	
	

	5
	
	20
	
	7
	

	
	
	
	→
	
	

	6
	
	14
	
	13
	

	
	
	
	
	
	→ 


	7
	
	14
	
	0
	

	
	
	
	→
	
	

	8
	
	1
	
	13
	


5. Знайти найменше натуральне число, яке має суму цифр, що дорівнює 13, і ділиться на 13. 

Відповідь. 247.

6. Записати числа від 0 до 9 за допомогою цифр 2, 0, 1, 3 в заданому порядку та знаків арифметичних дій і дужок.

Відповідь.

2 + 0 + 1 – 3 = 0,        (2 + 0 + 1) : 3 = 1,       2 + 0 · 1 · 3 = 2,

2 · 0 · 1 + 3 = 3,          2 · 0 + 1 + 3 = 4,         2 + 0 · 1 + 3 = 5 або 20 : (1 + 3) = 5,

2 + 0 + 1 + 3 = 6,       20 – 13 = 7,                 (2 + 0) · (1 + 3) = 8,     (2 + 0 + 1) · 3 = 9.

7. Коник-стрибунець стрибає по прямій великими і малими стрибками. Великий стрибок становить 20 см, а малий – 13 см. Як йому попасти з точки О в точку А, що знаходиться від неї на відстані 12 см?

Розв’язання. Спочатку коник робить 4 малих стрибки в напрямку точки А, а потім виконує 2 великих стрибки назад.

13  · 4 – 20  · 2 = 52 – 40 = 12.

8. Є три посудини 20-літрова, яка наповнена квасом, і дві порожні – 5-літрова та   8-літрова.  Як, користуючись цими посудинами, відміряти 13 літрів квасу ?

Розв’язання. 

	Кроки
	20 л
	
	5 л
	
	8 л

	
	
	→
	
	
	

	1
	15
	
	5
	
	0

	
	
	
	
	5 л →
	

	2
	15
	
	0
	
	5

	
	
	→
	
	
	

	3
	10
	
	5
	
	5

	
	
	
	
	3 л →
	

	4
	10
	
	2
	
	8

	
	
	
	
	← в 20 л
	

	5
	18
	
	2
	
	0

	
	
	
	
	→
	

	6
	18
	
	0
	
	2

	
	
	→
	
	
	

	7
	13
	
	5
	
	2


9. Скільки чотиризначних чисел з різними цифрами можна записати, користуючись цифрами 2, 0, 1, 3 ?

Відповідь. 18 чисел (1023, 1032, 1203, 1230, 1302, 1320, 2013, 2031, 2103, 2130, 2301, 2310, 3012, 3021, 3102, 3120, 3201, 3210).
10. Запиши найменше шестизначне число, в запису якого беруть участь тільки цифри 2, 0, 1 і 3 (Кожна цифра записується не менше одного разу).
Відповідь. 100 023.

11. Знайти всі двоцифрові числа, які зменшуються в 13 разів після закреслення останньої цифри.

Відповідь. 13; 26; 39.

4 клас

1. Розгадати ребус:              Р  І  К

                                    +

                                         З  М  І  Ї

                                        ------------

                                         2  0   1  3

        Відповідь. 1) 857 + 1256 = 2013,    2) 807 + 1206 = 2013,   3) 708 + 1305 = 2013,

4) 259 + 1754 = 2013,     5) 605 + 1408 = 2013,   6) 209 + 1804 = 2013,

7) 354 + 1659 = 2013      8) 207 + 1806 = 2013.

2. У виразі 2013 – 201 · 3 + 20 · 13 розставити дужки так, щоб значення виразу виявилось: а) найбільшим; б) найменшим.

Відповідь.  а) ((2013 – 201) · 3 + 20) ·  13 = 70928;  

б) 2013 – (201  ·  3 + 20  ·  13) = 1150. 

3. В прикладі на додавання двох чисел перший доданок менший за суму на 2 000, а сума більша за другий доданок на 13. Відновити приклад.

Відповідь. 13 + 2 000 = 2 013.
4.  Парне чи непарне число:   1 + 2 + 3 + … + 2013  ?

Відповідь. Непарне, бо (1 + 2013) : 2 · 2013 – непарне число.

5. Сьогодні Андрійкові виповнилося 13 років і 20 місяців, а Миколці 20 років і 13 місяців. Хто з них старший за віком ? Відповідь обґрунтуйте.

6. Сума двох чисел дорівнює 2013. Одне з них закінчується нулем. Якщо цей нуль закреслити, то вийде друге число. Знайдіть ці числа.

Розв’язання. Нехай х – менше число. Тоді 10х – більше число. 

Звідси   х + 10х = 2013;

11 х = 2013;

     х = 183.

Відповідь. 183 і 1830.
7. В числі 20132013 закреслити три цифри так, щоб число, яке утворене рештою цифр в тому самому порядку, було: а) найбільшим;  б) найменшим.

Відповідь. 32013 – найбільше число, 12013 – найменше число.
8. Дата записана так  23.01.2013. В цьому записі сума перших чотирьох чисел дорівнює сумі останніх чотирьох. Коли в 2013-му році таке співпадання буде в останній раз?

Відповідь. 30.12.2013
9. Замінити букви А і В цифрами так, щоб отримати правильну рівність:

АААА – ААА + ВВ + А = 2013.

Розв’язання.
1111 · А – 111 · А + 11 · В + А = 2013;

1001 · А + 11 ·  В = 2013;

11 · (91 · А + В) = 11 · 183;

91А + В = 183.

Звідси А = 2, тоді 182 + В = 183,  В = 1.

Відповідь. 2222 – 222 + 11 + 2 = 2013.
10. Петя помітив, що дата 23.01.2013, яка записана цифрами, має цікаву властивість: переставивши перші чотири цифри, можна отримати номер року. 

А які ще дати в 2013 році мають таку ж властивість ? 
Розв’язання. В записі 2013 року є нуль, одиниця, двійка і трійка. Тому для запису числа і місяця можна скористатися тільки цими цифрами. За допомогою цих цифр можна записати тільки такі номери місяців: 01, 02, 03, 10, 12.

Якщо витратити 0 і 1 на запис січня (01), то в нашому розпорядженні залишаться цифри 2 і 3. З них можна скласти лише число 23. В результаті вийде дата 23.01.2013, на яку звернув увагу Петя. 

Якщо витратити 0 і 2 на запис лютого (02), то з решти цифр 1 і 3 можна утворити дату 13, бо 31 лютого не існує.

Аналогічно знаходимо дати 12 березня і 21 березня, а також дати 23 жовтня,   03 грудня і 30 грудня.

Відповідь. 13.02.2013, 12.03.20131, 21.03.2013, 23.10.2013, 03.12.2013, 30.12.2013.
11. Назвати дату, коли до настання 2013 року залишилося 2013 годин ?

Розв’язання.
2013 : 24 = 83 (остача 21). Тому 2013 годин = 83 дні + 21 година.

Від 0 годин 1 січня 2013 року віднімаємо 83 дні (грудень має 31 день, листопад має 30 днів і в жовтні віднімаємо 22 дні). Виходить  0 годин 10 жовтня 2012 року. Враховуючи остачу 21 год., отримуємо відповідь.

Відповідь. 9 жовтня 2012 року.

12. Сума трьох послідовних натуральних чисел дорівнює 2013. Знайти найбільше з цих чисел. 

Розв’язання.  (2013 – 3) : 3 = 670.

Відповідь. 672.
13. Число закінчується цифрою 6. Якщо цю цифру відкинути і від першого числа відняти отримане число, то дістанемо 2013. Знайти це число.

Розв’язання.
І спосіб. Умову задачі запишемо у вигляді:

а   b   с   6

-

а   b   с

------------------

2   0   1   3.

Тепер легко знайти решту цифр:

2   2   3   6

-

2   2   3
------------------

2   0   1   3.

ІІ спосіб. Нехай отримане число (від’ємник) дорівнює х, тоді початкове число 

10 х + 6.

Маємо рівняння:  10 х + 6 – х = 2013;        9 х = 2007;        х = 223.

Відповідь. 223.

5 клас
1. Розв’язати ребус:      АА · ВС = 2013.

Розв’язання.2013 = 3 · 11 · 61 або 33 · 61 = 2013.

Відповідь.33 · 61 = 2013.

2.  Знайти добуток:                5  *  *  *

                                         х

                                                        *  1

                                 ----------------------

                                                *  *  *  *

                                     +

                                        *  *  *  *  *

                                 ----------------------

                                        2  0  *  1  *  3   

Відповідь. 

                                                5  0  0  3                          

                                         х

                                                        4  1

                                 ----------------------

                                                5  0  0  3

                                     +

                                        2  0  0  1  2

                                 ----------------------

                                        2  0  5  1  2  3   

                                                5  0  5  3

                                         х

                                                        4  1

                                 ----------------------

                                                5  0 5  3

                                     +

                                        2  0  2  1  2

                                 ----------------------

                                        2  0  7  1  7  3  . 

3. На дошці записують числа за таким правилом: в першій стрічці число 1, в другій стрічці два числа 2 і 3, в третій стрічці три числа 3, 4 і 5 і т. д. (в стрічці з номером х стоять х послідовних натуральних чисел, починаючи з х). Скільки разів на дошці буде записано число 2013?

Розв’язання. Маємо:   1

2 3
3 4 5

4 5 6  7

5 6 7  8   9

6 7 8  9  10 11

7 8 9 10 11 12 13

8 9 …
Помічаємо таку закономірність: одиниця і двійка записані 1 раз, трійка і четвірка записані 2 рази, п’ятірка і шістка записані 3 рази і т.д.

Отже, числа 2013 і 2014 будуть записані 2014 : 2 = 1007 разів.

Відповідь. 1007 разів.
4. Числа а і b – натуральні, причому а + b = 200. 

Чи правильна рівність 7 а + 15 b = 2013 ?

Розв’язання. 7 а + 15 b = 7 (а + b) + 8b = 7 · 200 + 8 b = 1400 + 8 b. Одержали парне число. А число 2013 непарне. Отже, рівність 7 а + 15 b = 2013 при натуральних значеннях а і b неправильна. 

Відповідь. Неправильна.
5. Петя помітив, що в 2012 році була дата-паліндром (яка читається однаково справа наліво і зліва направо): 21.02.2012. А коли буде наступна дата-паліндром?

Розв’язання. Помічаємо, що в році може бути не більше однієї дати-паліндрома. Наступна дата-паліндром буде не раніше 2013 року. Спробуємо знайти таку дату в 2013 році. Це може бути тільки 31.02.2013, але такої дати немає, оскільки в лютому 2013 року всього 28 днів. Отже, в 2013 році дат-паліндромів не буде. За аналогічними причинами дат-паліндромів не буде і з 2014 по 2019 роки. А ось в 2020 році дата-паліндром знайдеться: це буде 02.02.2020.

Відповідь. 2 лютого 2020 року.
6. Парне чи непарне число:   (1 + 2 + 3 + … + 2013) : 2013  ?

Відповідь. Непарне, бо (1 + 2013) : 2 · 2013 : 2013 = 1007.
7. Які дві цифри треба дописати зліва до числа 13, щоб утворене число ділилося на 11?

Розв’язання. Умову запишемо так:  * * 13  :  11 = * * *, звідки * * * · 11 = * * 13.

Відповідь. 8 способів: 183 · 11 = 2013, 283 · 11 = 3113, 383 · 11 = 4213, 

483 · 11 = 5313, 583 · 11 = 6413, 683 · 11 = 7513,

783 · 11 = 8613, 883 · 11 = 9713.

8. Миколка лічить пальці на руці від великого до мізинця і назад. Який палець виявиться 2013-им?

Розв’язання. 

	Великий
	Вказівний 
	Середній
	Безіменний
	Мізинець

	1
	2
	3
	4
	5

	9
	8
	7
	6
	

	
	10
	11
	12
	13

	17
	16
	15
	14
	

	
	18
	19
	20
	21

	25
	24
	23
	22
	

	
	26
	27
	28
	29

	…
	…
	…
	…
	...

	8п+1
	8п
	8п-1
	8п-2
	

	
	8п+2
	8п+3
	8п+4
	8п+5


Оскільки 2013 : 8 = 251 (ост. 5), то 2013-й палець є мізинцем.

Відповідь. Мізинець.
9. Добуток трьох різних натуральних чисел дорівнює 2013. Чому дорівнює сума цих чисел ?

Розв’язання. 3 · 11 · 61 = 2013,  3 + 11 + 61 = 75 

або 671 · 3 · 1 = 2013,  671 + 3 + 1 = 675.

Відповідь. 75, 675.

10. Яке найменше натуральне число при діленні і на 13, і на 2013 дає остачу 1 ?

Розв’язання. 13 · 2013 + 1 = 2769 + 1 = 2780.

Відповідь. 2780.

11. Вісім кущів малини ростуть в ряд. Відомо, що число ягід на будь-яких цих двох кущах відрізняється на 1. Чи може загальна кількість ягід дорівнювати 2013 ?

Розв’язання. Якщо число ягід на двох сусідніх кущах відрізняється на 1, то кількість ягід на сусідніх кущах має різну парність. Тому можливі два випадки:

П Н П Н П Н П Н або Н П Н П Н П Н П.

В обох випадках загальна кількість ягід на всіх кущах дорівнює:

 П + П + П + П + Н + Н + Н + Н = П + П = П, 

Тобто є парне число, тоді як число 2013 непарне.

Відповідь. Не може.

12. Петро та Іван грають в гру. За першим ходом Петро називає число, що не перевищує 6, а Іван додає до нього деяке число, що також не перевищує 6, і називає суму. Далі Петро до названої суми додає число не більше 6 і називає нову суму і т.д. Виграє той, хто першим назве число 2013. Хто може забезпечити собі виграш?
Розв’язання. Має місце рівність 2013 = 287 · 7 + 4. Виграє Петро, якщо він першим ходом назве число 4. Якщо потім Іван назве число 
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[image: image3.wmf]6

7

1

£

-

£

k

 і т.д.
13. Для нумерації сторінок книги потрібно 2013 цифр. Скільки в цій книзі сторінок? Яка цифра стоїть на 2013-му місці?
Розв’язання. Для сторінок з однозначними номерами потрібно 9 цифр, для сторінок з двозначними номерами 2 · 90 = 180 цифр. Разом вони займуть 189цифр.

Решту 2013 – 189 = 1824 місць займуть цифри трицифрових чисел. Оскільки 1824 = 3 · 608, то 1824 місця займуть цифри перших 608 трицифрових чисел. Але 608-е трицифрове число є 707, бо 608 + 99 = 707.

Отже, в цій книзі 707 сторінок і на 2013-му місці стоїть цифра 7.

Відповідь. 707 сторінок, цифра 7.
6 клас
1. Виразити число 2013 тільки за допомогою числа 2012 та арифметичних дій.

Відповідь. 
[image: image4.wmf]2012
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2. Скільки різних натуральних дільників має число 2013? 

Відповідь. 8 дільників (1, 3, 11, 33, 61, 183, 671, 2013).
3. Дано 2013 чисел. Відомо, що сума будь-яких чотирьох із них додатна. Чи сума всіх чисел додатна?

Розв’язання.

Сума будь-яких чотирьох чисел додатна, тому серед них є хоча б одне додатне число. За умовою решту 2012 чисел можна розбити на групи по 4 числа так, щоб сума чисел в кожній з них була додатною. Отже, шукана сума є додатною.

4. При яких натуральних значеннях а обидва дроби 
[image: image5.wmf]13
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 будуть неправильними?

Відповідь. 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.
5. Порівняти дроби: 
[image: image7.wmf]1313

2020

 і 
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202020

.

Розв’язання. Дроби рівні, бо 131313 = 13 · 10101, 202020 = 20 · 10101 і 

1313 = 13 · 101, 2020 = 20 · 101.

Відповідь. Рівні.
6. Знайти найбільше натуральне число, яке не перевищує 2013, яке має суму цифр, що дорівнює 13, і ділиться на 13. 

Відповідь. 1651.

7. Як розділити порівну 13 яблук між 20 друзями, якщо кожне яблуко можна розрізати не більше, ніж на 5 частин?

Розв’язання. 5 яблук поділити на 4 частини і 8 яблук поділити на 5 частин. Дістанемо 
[image: image9.wmf].
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 яблука одержить кожний друг.

8. Назвемо натуральне число симетричним, якщо число, яке записане тими ж цифрами, але в зворотному порядку, співпадає з даним. Знайти всі симетричні числа, які при додаванні до них числа 2013 залишаються симетричними.

Розв’язання. Перебором переконуємося, що серед одноцифрових чисел не підходить жодне. 

Якщо  число двоцифрове або трицифрове, то остання цифра суми цього числа і числа 2013 дорівнює 2, то симетричне число 
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 виконується при х = 9.

99 + 2013 = 2112.

Число 
[image: image11.wmf]9
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 + 2013 = 2 … 2. Маємо 979 + 2013 = 2992.

Для чотирицифрових чисел отримуємо: 

1991 + 2013 = 4004;          2992 + 2013 = 5005;          3993 + 2013 = 6006;

4994 + 2013 = 7007;          5995 + 2013 = 8008;          6996 + 2013 = 9009.

Відповідь. 99, 979, 1991, 2992, 3993, 4994, 5995, 6996.
9. Скільки є чотирицифрових чисел, які діляться на 20 і дві середні цифри в них 13?

Розв’язання. 
[image: image12.wmf]b

a

13

 - шукане число. b = 0, бо число ділиться на 20. 


[image: image13.wmf]130

а

 = 1000а + 130. Це число не ділиться на 20.

Відповідь. Немає жодного.

10. Знайти всі натуральні числа виду 
[image: image14.wmf]*
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, які діляться на 13. (Тут * позначає пропущену цифру).

Відповідь. 8 розв’язків (2002, 2106, 2301, 2405, 2509, 2600, 2704, 2808).
11. Перемножили всі натуральні числа від 1 до 2013 включно, а потім розклали отримане число на прості множники. Скільки буде двійок в цьому розкладі? 

Розв’язання. Кожне друге число ділиться на 2, кожне четверте число ділиться на 4, кожне восьме – на 8 і т.д. Тому на 2 ділиться 1006 чисел, на 4 – 503 числа, на 8 – 251 число, на 16 – 125 чисел, на 32 – 62 числа, на 64 – 31 число, на 128 – 15 чисел, на 256 – 7 чисел, на 512 – 3 числа і на 1024 – 1 число. 

Тому в розкладі на прості множники двійок буде: 
1006 + 503 +251 + 125 + 62 + 31 + 15 + 7 + 3 + 1 = 2004 двійки. 
Відповідь. 2004 двійки.
12. Який неправильний дріб подано у вигляді 
[image: image15.wmf].
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Відповідь. 
[image: image16.wmf].
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13. Клітчастий прямокутник 201 х 3 розрізано по межах кліток на дві частини. Яка найбільша сума периметрів може вийти у цих частин ?

Розв’язання. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Р = 2 · 3 + 2 · 201 + 2 · (201 + 200) = 2 · (204 + 401) = 2 · 605 = 1210.

Відповідь. 1210.

7 клас
1. Скільки розв’язків у цілих числах має рівняння 201|x| + 3|y| = 2013?
Відповідь: Безліч розв’язків. Досить навести приклад одного з них.

2. Розставити дужки і знаки арифметичних дій так, щоб отримати правильну рівність:
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2013

6039

1

6

1

2

1

=


Розв’язання. 
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3. Чи можна записати в ряд числа от 1 до 2013 так, щоб будь-які два сусідніх числа, а також будь-які два числа, що розміщені через одне, були взаємно прості? 

Розв’язання. За означенням, два числа взаємно прості, якщо їх найбільший спільний дільник дорівнює 1. Отже, ніякі два парних числа не можуть бути  сусідніми і не можуть стояти через одне у вказаній розстановці, оскільки їх НСД завідомо не менше двох (і те, і інше число діляться на 2). 

Тепер припустимо, що розстановка чисел, яка вказана в умові, існує. З наведених вище міркувань слідує, що і зліва, і справа від кожного парного числа повинно стояти не менше двох непарних: …, н, н, п, н, н, … .

Розіб’ємо всі розставлені числа на групи таким чином: групу будуть утворювати парне число і всі непарні числа, які знаходяться справа от нього до наступного парного. В кожній такій групі буде одне парне число і не менше двох непарних. 

Таким чином, по кругу повинно бути розставлено непарних чисел мінімум в два рази більше, ніж парних. Але розставлялися числа від 1 до 2013, серед яких парних і непарних порівну. Отримуємо протиріччя. Отже, наше припущення неправильне, і така розстановка не існує.

Відповідь: Не можна.

4. В одній посудині 2а літрів води, а другій порожньо. Із першої посудини переливають половину води в другу, потім із другої переливають 1/3 води в першу, потім із першої переливають ¼ води в другу і т.д. Скільки літрів води буде в першій посудині після 2013 переливань?

Розв’язання.

	Посудини
	Кількість води

	
	Крок 0
	Крок 1
	Крок 2 
	Крок 3
	Крок 4
	Крок 5
	Крок 6
	Крок 7

	1
	2а
	а
	2а/3
	а
	4а/5
	а
	6а/7
	а

	2
	0
	а
	4а/3
	а
	6а/5
	а
	8а/7
	а

	Що зроблено
	½ в 1
	1/3 в 2
	¼ в 1
	1/5 в 2
	1/6 в 1
	1/7 в 2
	1/8 в 1
	І т.д.


Після першого кроку води в посудинах порівну і також порівну після кожного непарного кроку. 
Доведемо, що якщо після деякого непарного кроку в посудинах однакова кількість води, то в наступному непарному кроці в посудинах буде також однакова кількість води. Справді, поділивши воду в одній із посудин на п частин і додавши одну частину води в другу посудину, ми в ній отримаємо п+1 частину (оскільки перед цим в посудинах води було порівну). 
Отже, коли в наступному кроці ми із другої посудини одну із частин повертаємо назад в першу, то просто відновлюється попередній стан.

5. Послідовність чисел починається з 7. Далі кожне наступне число – це сума цифр квадрата попереднього числа, збільшеного на 1. Знайти число, яке буде написано на 2013 місці.
Розв’язання . Якщо перше число 7, то друге знайдемо по заданому правилу: 7+1=8, 
[image: image19.wmf]64
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, 6+4=10, наступне число буде: 10+1=11, 
[image: image20.wmf]121
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, 1+2+1=4, наступне число: 4+1=5, 
[image: image21.wmf]25
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, 2+5=7, і т.д. Тобто числа будуть повторюватись? 7, 10, 4, 7, 10, 4, 7,… Оскільки 2013 = 671 3, то на 2013-му місці буде число 4.

Відповідь: 4.

6. Знайти найменше натуральне число, яке закінчується на 13, ділиться на 13 і має суму цифр, що дорівнює 13. 

Відповідь. 11713.
7. Чи є простим число 
[image: image22.wmf]1
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Розв’язання . Число 32013 кратне 3. Тому позначимо його 3т. Тоді дане число можна записати у вигляді: 
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Оскільки кожний з множників є натуральним числом, яке більше 1, то 23m + 1 –число складене. Отже, число 
[image: image24.wmf]1
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 - теж є складеним.
8. Чи існує квадрат, в якого довжина сторони – ціле число, а площа дорівнює 201320132013 ?

Розв’язання .Нехай а – сторона квадрата. Тоді а2 = 201320132013. Оскільки квадрат цілого числа не може закінчуватися цифрою 3, то такого квадрата не існує.

9. В крайньому лівому квадраті клітчастої стрічки 1 х 2013 лежать три шашки. Олесь і Діма грають таку гру: кожний з них може перенести будь-яку шашку (але тільки одну за хід) вправо на будь-яке число полів. Програє той, кому немає куди ходити. Доведіть, що Діма, починаючи першим, може забезпечити собі перемогу.

Розв’язання .Першим ходом Діма переносить одну з шашок на крайнє справа поле. Потім він «дублює» ходи Олеся. Тому після його ходу дві шашки, які залишилися, виявляться на одному полі.

10. Розв’язати рівняння     | х – 2012 | = 2013.

Відповідь. -1 і  4025.

11. Як, використовуючи шаблон кута, градусна міра якого 13°, побудувати кут, градусна міра якого дорівнює 20° ?

Розв’язання. 13° · 10 = 130°. Від прямої відкладаємо 30 разів по 13°. Маємо 390°, тобто повний кут і кут 30°. Потім від іншої сторони розгорнутого кута відкладаємо 10 разів кут 13° в протилежному напрямку. Отримуємо кут 20°.
12. Петя виконує множення числа 2013 на правильний дріб так, щоб результат виявився знову натуральним числом. З результатом він виконує те ж саме, і т. д. Яку найбільшу кількість множень він може виконати?

Розв’язання. 1) 
[image: image25.wmf];
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Відповідь: три множення.

13. Знайти всі семицифрові числа, які починаються з цифр 2013 та діляться на кожне з чисел 6, 7, 8 та 9.

Розв’язання. 
[image: image28.wmf]abc

2013

 - загальний вигляд шуканих чисел. 

Звідси с – парне число, бо ділиться на 6 і 8.

а + b +  с = 3, або а + b +  с = 12, або а + b +  с = 21.

Перевіркою переконуємося, що число 2013984 задовольняє заданим умовам (2013984 : 6 = 335664, 2013984 : 7 = 287712, 2013984 : 8 = 251748, 

2013984 : 9 = 223776).
Відповідь: 2013984

14. Чи можна в 1600-значному числі 20132013…2013 закреслити декілька цифр на початку і в кінці так, щоб сума решти цифр дорівнювала 2013 ?

Розв’язання. Сума цифр числа 2013 дорівнює 6, а оскільки 2013 = 335 · 6 + 3, досить закреслити останню трійку, залишити 335 груп по 2013, а потім закреслити 65 груп чисел по 2013, які записані на початку. Вийде 4 · 335 – 1 = 1339-значне число 
[image: image29.wmf].
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Відповідь. Можна.

15. Яка 2013-та цифра в десятковому записі дробу 
[image: image30.wmf]13
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 ?

Розв’язання. 
[image: image31.wmf]).
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 6 цифр у періоді. 
Тоді 2013 : 6 = 335 (ост. 6).

Отже, 2013-ою цифрою в записі дробу 
[image: image32.wmf]13

20

 є третя цифра у періоді (153846), тобто цифра 3.
Відповідь. 3.
16. На дошці був записаний арифметичний вираз, значення якого дорівнювало 2012. Вовочка поміняв у цьому виразі два знаки дій місцями, і значення виразу стало дорівнювати 2013. Показати, як це могло статися.

Розв’язання. 2008 + 1 · 2 + 2 = 2012,      2008 + 1 + 2 · 2 = 2013.

17. Для натуральних чисел m і n, що не дорівнюють 1, має місце рівність m · n = 2013. Знайти суму m + n.
Розв’язання. 2013 = 3 · 11 · 61. Можливі випадки 3 · 671, або 11 · 183, або 33 · 61. Тоді їх сума дорівнюватиме 3 + 671 = 674, або 11 + 183 = 194, або 33 + 61 = 94.

Відповідь. 674, 194, 94.
18. Кожна буква позначає цифру. Однакові букви позначають однакові цифри. Розшифрувати приклад:    АВАС + АВА + АВ + А = 2013.

Відповідь. 1813 + 181 + 18 + 1 = 2013.
19. До числа 2013 зліва і справа дописати по одній цифрі так, щоб отримати шестизначне число, яке ділиться на 45. Знайти всі такі числа.

Розв’язання. За умовою шукане число має вигляд:  *2013*. Для того, щоб число ділилося на 45, воно повинно ділитися і на 5, і на 9. Якщо число ділиться на 5, то його остання цифра 0 або 5. Якщо число ділиться на 9, то сума його цифр ділиться на 9.

Маємо *20130 або *20135, звідки отримуємо числа 520130, 320130 і 720135.

Відповідь. 520130, 320130 і 720135.
20. Розв’язати рівняння 
[image: image33.wmf].
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Розв’язання. Якщо х ≥ 0, то 
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 звідки х = 4026.

Якщо х < 0, то 
[image: image35.wmf].
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Відповідь. 1342, 4026.
21. Чи ділиться число 102013 + 8 на 9 ?
Розв’язання. 102013 + 8 = 100…08 (2012 нулів). Сума цифр цього числа ділиться на 9, отже, й саме число ділиться на 9.

Відповідь. Ділиться.
22. Одна сторона трикутника дорівнює 20 см, а друга – 13 см. Яких значень може набувати третя сторона трикутника?

Розв’язання. Згідно нерівності трикутника маємо: х+ 13 > 20 і х < 20 + 13, звідки х> 7 і х < 33.

Відповідь. 7 < х < 33.
23. Чому при послідовному додаванні до числа 2013 числа (-2) не можна отримати число (-2012) ?

Розв’язання. Якщо до непарного додатного числа додати число -2, одержимо непарне число. Число -2012 є парне.

24. На дошці записано числа від 1 до 10. Дозволяється стерти будь-які два числа х і у, а замість них записати на дошці числа х – 1 і у + 3. Чи змогли через деякий час на дошці з’явитися числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 2013 ?

Розв’язання. Помічаємо, що після кожної такої операції, сума чисел, що записані на дошці, збільшується на 2. Спочатку вона дорівнювала 55. Тому після кожної операції сума чисел, що написані на дошці, залишатиметься непарною. Але сума чисел 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 2013 = 2058 є парною. Тому такі числа отримати неможливо.

Відповідь. Не змогли.
25. Дощечку розміром 20 х 13 обвели олівцем на папері. Знайти центр отриманого прямокутника, маючи тільки цю дощечку і олівець.

Розв’язання. 

[image: image36.emf]


8 клас

1. Подайте число 2013 у вигляді суми додатних цілих чисел так, щоб добуток доданків був максимальним.
Розв’язання.

В цій сумі не повинно бути одиниць. Адже 1 + a > 1 ( a. В цій сумі не повинно бути доданків, які більші за 4. Адже, якщо a > 4, то 2 (a – 2) = 2a – 4 > a. Що стосується четвірок, то їх можна нейтрально замінити на 4 = 2 + 2. Таким чином, треба розкладати запропоноване число на двійки і трійки. Двійок не повинно бути більше двох, бо 2 + 2 + 2 = 3 + 3, але 23 = 8, 32 = 9. 
Таким чином, якщо N ділиться на 3 без остачі, то його слід подати у вигляді суми  трійок. 
Якщо остача дорівнює 2, N = 2 + k · 3. 
Якщо остача дорівнює 1, N = 4 + k · 3 = 2 + 2 + k · 3. 
Тому 2013 = 671 · 3 = 3 + 3 + 3 … + 3 (671 доданок).

2. Чи є число  
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Розв’язання . Нехай 
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Відповідь: Так.

3. Довжини сторін трикутника АВС дорівнюють 2012, 2013 і 2. Точки А1, В1, С1 – середини сторін, а точки А2, В2, С2 – основи висот, опущених на ці сторони, які протилежні вершинам А, В і С відповідно. Знайти довжину ламаної А1В2С1А2В1С2А1.

Розв’язання. А1В2 – медіана прямокутного трикутника ВВ2С і тому А1В2= 1/2 ВС. Аналогічно В2С1 = 1/2 АВ, С1А2 = 1/2 АВ, А2В1 = 1/2 АС, В1С2 = 1/2 АС, С2А1 = 1/2 ВС. В результаті, довжина ламаної дорівнює периметру ΔАВС, тобто 4027.

4. Знайти всі натуральні числа, які не перевищують 2013, які мають суму цифр, що дорівнює 13, і діляться на 13. 

Відповідь. 10 чисел (247, 364, 481, 715, 832, 1066, 1183, 1417, 1534, 1651).
5. Послідовність чисел починається з 7. Далі кожне наступне число – це сума цифр квадрата попереднього числа, збільшеного на 1. Знайти число, яке буде написано на 2013-му місці.

Розв’язання. Якщо перше число 7, то друге знайдемо по заданому правилу: 

7 + 1 = 8,  82 = 64, 6 + 4 = 10.

Наступне число буде: 10 + 1 = 11,  112 = 121,  1 + 2 + 1 = 4.

Наступне число: 4 + 1 = 5,  52 = 25,  2 + 5 = 7 і т.д.

Тобто числа будуть повторюватись: 7; 10; 4; 7; 10; 4; 7; …

Оскільки 2013 = 671 · 3, то на 2013-му місці буде число 4.

Відповідь. 4.
6. У записаному рядку 1 * 1 * 1 * 1 * … * 1 вміщено 2013 одиниць. Замість кожної * (зірочки) можна поставити знак плюс або мінус. Виконавши дії, отримаємо деяке число. Чому дорівнює сума всіх чисел, отриманих таким способом?

Розв’язання.

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + … + 1 = 2013 (всі плюси),

1 - 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + … + 1 = 2011 (один мінус),

1 - 1 - 1 + 1 + 1 + 1 + … + 1 = 2009 (два мінуси),

1 - 1 - 1 - 1 + 1 + 1 + … + 1 = 2007 (три мінуси),

…………………………………………………….
1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - … + 1 = 1 (1006 мінусів), 
1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - … + 1 = -1 (1007 мінусів),

…………………………………………………….
1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - … - 1 = -2011 (2012 мінусів),

Додамо всі отримані числа. 

Дістанемо 2013 + 2011 + 2009 + 2007 + … + 1 – 1 … -2011 = 2013.

Відповідь. 2013.

7.  Подати число 2013 у вигляді суми простого числа і квадрата числа.

Відповідь. 2013 = 569 +382 =857 + 342 = 1229 + 282 = 1613 + 202 = 1913 + 102 = 

= 1949 + 82 = 1997 + 42  (7 способів).

8. Знайти останню цифру числа 2013 + 3201 .

Розв’язання. Число 2013 закінчується цифрою 1. Число 3201 = 350 · 4 + 1 має останню цифру таку ж саму, як і число 31 , тобто 3. Отже, остання цифра числа 2013 + 3201 є 4.
Відповідь. 4.

9. Знайти такі цифри х і у, щоб виконувалася рівність 
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Розв’язання. Оскільки 
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, то дану рівність запишемо у вигляді

(11х + 2у) · 11у = 2013. Але 2013 : 11 = 183. Тому (11х + 2у) · у = 183.

Враховуючи, що у – цифра, то у = 3. Далі маємо 11х + 2у = 61, звідки х = 5.

Відповідь. х = 5, у = 3.

10. Маємо пристрій, що дозволяє будь-який шматок дроту розрізати на 4 шматки. Чи можна цим пристроєм із даних 5 шматків дроту зробити 2013 шматків?

Розв’язання. Після кожного розрізання з’являється ще 3 шматки дроту, а після п розрізань їх буде 5 + 3п. Оскільки 2013 – 5 = 2008 не ділиться на 3, то число 2013 не можна подати в такому вигляді, а тому з даних 5 шматків цим способом 2013 шматків зробити не можна. 

Відповідь. Не можна.

11. На дошці було виписано 10 послідовних натуральних чисел. Коли стерли одне з них, то сума дев’яти чисел, які залишилися, стала дорівнювати 2013. Яке число стерли з дошки?

Розв’язання. Позначимо найменше з десяти чисел буквою х. 

Тоді х + (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) + (х + 5) + (х + 6) + (х + 7) + (х + 8) + 
+ (х + 9) + (х + у) = 2013, де (х + у) – стерте число (звідси у ≤ 9).

Зведемо подібні доданки: 10х + 45 – х – у = 2013,  9х = 1968 + у.

Сума 1968 + у повинна ділитися на 9, а враховуючи умову 0 < у < 9, одержуємо, що у = 3.

Значить х = 1971 : 9 = 219. Отже, х + у = 219 + 3 = 222.
Відповідь. 222.

12. Знайдіть всі числа, які в 13 разів більші за суму своїх цифр.

Розв’язання. Очевидно, що ці числа не можуть бути одноцифровими. 

Вони не можуть бути і двоцифровими, бо з умови слідує, що для числа 
[image: image47.wmf]ав

 повинно виконуватися співвідношення: 10а + в = 13 (а + в) або 3а + 12в = 0.

Для трицифрових чисел з рівняння 100а + 10в + с = 13 (а + в + с), тобто 

29а = в + 4с. Отримуємо три розв’язки: 195, 156 і 117.

Чотирицифрових і багатоцифрових чисел з такою властивістю не існує.

Відповідь. 195, 156 і 117.

13. Якою цифрою закінчується число 20132013 ?

Розв’язання. Оскільки 31 =3, 32 =9, 33 = 27 і 34 = 81, а також 2013 : 4 = 503 (ост. 1), тобто показник степеня при діленні на 4 дає остачу 1, то остання цифра буде 3.

Відповідь. 3.
14. Обчислити:         
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Розв’язання. Помічаємо, що 2003 · 2023 + 100 = (2013 - 10) (2013 + 10) + 100 = 

= 20132 – 102 + 100 = 20132.

Аналогічно, 1993 · 2033 + 400 = (2013 - 20) (2013 + 20) + 400 = 

= 20132 – 202 + 400 = 20132.

Тоді 
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Відповідь. 1.
15. Скоротити дріб: 
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Розв’язання. 
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Відповідь. 
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16. Два різних числа х і у (не обов’язково цілих) такі, що х2 – 2013 х = у2 – 2013 у. Знайти суму чисел х і у.
Розв’язання. х2 – у2  = 2013 (х - у);

(х - у) (х + у) = 2013 (х - у);

Оскільки числа х і у різні, то х – у ≠ 0. Тоді х + у = 2013.

Відповідь. 2013.
17. Розв’язати рівняння (х + 21006)2 + (х + 21006)2 = 22013.

Розв’язання. 2 (х2 + 22012) = 22013;

х2 + 22012 = 22012;

х = 0.

Відповідь. 0.
18. Чи існують такі натуральні числа х і у, для яких 3 х – 10 у = 2013 ?

Відповідь. Так, наприклад, х = 701 і у = 9 або х = 681 і у = 3.
19. Чи існують такі натуральні числа m і n , що m n (m - n) = 2013 ?
Розв’язання. Не існують, бо добуток трьох множників – непарне число, то кожний із множників повинен бути непарним, але якщо m і n – непарні, то (m – n) – парне. Протиріччя.

Відповідь. Не існують.
20. Числа 201 і 2013 при діленні на натуральне число а дають однакові остачі. Знайти всі значення а.

Розв’язання. нехай 201 = а т + р  і 2013 = а п + р, де т, п, р є N.
(а п + р) – (а т + р) 2013 – 201;

а (п - т) =1812. 

Враховуючи, що 1812 = 2 · 2 · 3 · 151, отримуємо а = 2; 3; 4; 6; 12; 151.
Відповідь. 2; 3; 4; 6; 12; 151.

21. При яких значеннях т рівняння т х – 2012 = 2013 і 2013 х = т – 2012 х мають спільний корінь ?

Розв’язання. розв’яжемо рівняння відносно х. З першого рівняння  отримуємо 
[image: image53.wmf],

4025

т

х

=

 а з другого 
[image: image54.wmf].

4025

т

х

=

 Тоді 
[image: image55.wmf].

4025

4025

т

т

=


Отже, т = 4025 або т = -4025.

Відповідь. При т = ±4025.
22. На дошці написане число 20. Через кожну хвилину число витирають і записують на його місці добуток цифр числа, збільшений на 13. Яке число буде написане на дошці через 2013 хвилин?

Розв’язання. 

	Час
	Добуток цифр
	+ 13

	1 хв
	2 · 0 = 0
	0 + 13 = 13

	2 хв
	1 · 3 = 3
	3 + 13 = 16

	3 хв
	1·  6 = 6
	6 + 13 = 19

	4 хв
	1 · 9 = 9
	9 + 13 = 22

	5 хв
	2 · 2 = 4
	4 + 13 = 17

	6 хв
	1 · 7 = 7
	7 + 13 = 20


Цикл повторюється з періодом 6 хвилин. Оскільки 2013 : 6 = 370 (3 ост.), то через 2013 хвилин буде написане число 19.

Відповідь. 19.
23. На складі склотари є банки місткістю 0,5 л, 0,7 л і 1 л. Зараз на складі є 2600 банок загальною місткістю 2013 л. Довести, що на складі є хоча б одна півлітрова банка.

Доведення. Нехай х – кількість півлітрових банок, а у – кількість банок місткістю 0,7 л. Тоді літрових банок на складі було 2600 – х – у.
Маємо рівняння 0,5 х + 0,7 у + 2600 –  х –  у = 2013;

5 х + 7 у – 26000 – 10 х – 10 у = 20130;

5 х + 3 у = 5870.

Оскільки 5870 не ділиться на 3, то х ≠ 0. Отже, хоча б одна півлітрова банка на складі є.

9 клас

1. Відомо, що x і y – різні числа, причому (x – 2012)(x – 2013) = (y – 2012)(y – 2013). Які значення може мати вираз x + y ?

Розв’язання.

Перший спосіб. В даній рівності розкриємо дужки, перенесемо все в ліву частину, і розкладемо її на множники: 

x2 – y2 – 4025x + 4025y = 0 ( (x – y)(x + y – 4025) = 0. 

Оскільки x ( y, то x + y = 4025. 

Другий  спосіб. Нехай (x – 2012)(x – 2013) = (y – 2012)(y – 2013) = с, тоді x і y – корені квадратного рівняння z2 – (2012 + 2013)z + 2012(2013 – c = 0. За теоремою Вієта знаходимо суму коренів отриманого квадратного рівняння: 

x + y = 2012 + 2013 = 4025.

Відповідь:.4025.
2. Подати число 2013 у вигляді суми так, щоб всі цифри в доданках були різні.

Відповідь: Один з можливих випадків:     5 0 2

                                                                           +  6 1 4

                                                                               8 9 7

                                                                           ----------

                                                                            2 0 1 3,

 1 9 2 0

                                                                           +    8 6

                                                                                    7

                                                                           ----------

                                                                            2 0 1 3.

3. Послідовність чисел починається з 7. Далі кожне наступне число – це сума цифр його квадрата, яка збільшена на 1. Знайти число, яке буде написано на 2013-му місці.

Розв’язання. Якщо перше число 7, то друге знайдемо по заданому правилу: 

72 = 49, 4 + 9 + 1= 14.

Наступне число буде: 142 = 196,  1 + 9 + 6 + 1 = 17.

Наступне число: 172 = 289,  2 + 8 + 9 + 1= 20 і т.д.

Обчислимо ще декілька членів даної послідовності:

7,  14,  17,  20,  5,  8,  11,  5,  8,  11,  5, …

Отже, починаючи з п’ятого члена послідовності, буде повторюватись одна й та сама трійка чисел 5,  8,   11.

Оскільки 2013 – 4 = 2009, а число 2009 при діленні на 3 дає остачу 2, то на 2013-му місці стоїть число 8.

Відповідь. 8.
4. Яке найменше невід’ємне число можна отримати шляхом розстановки перед числами 1, 2, … 2013 знаків «+» і «-» та наступного виконання вказаних операцій?

Розв’язання. Всі числа, крім 1007, розіб’ємо на 1006 пар: (1; 2013), (2; 2012), 

(3; 2011), …, (1006; 1008). Оскільки парність чисел, які входять в кожну пару, однакова, то при будь-якому розміщенні знаків «+» і «-» з кожної пари можна отримати тільки парне число.

Оскільки 1007 – непарне число, то при будь-якому розміщенні перед числами 1, 2, … 2013 знаків «+» і «-» та наступному виконанні вказаних операцій отримуємо непарне число. Тому шукане число не менше 1. Число 1 отримати можна, наприклад, таким чином:

1 = 1 + (2 – 3 – 4 + 5) + (6 – 7 – 8 + 9) + … + (2010 – 2011 – 2012 + 2013).

Відповідь. 1.

5. Було 4 аркуші паперу. Деякі з них розрізали на 4 частини, потім деякі з четвертинок знову розрізали на 4 частини і т.д. Коли підрахували загальне число аркушів, то виявилося, що їх всього 2013. Чи правильно виконано підрахунок?

Розв’язання. Після розрізування одного аркуша паперу на 4 частини загальна кількість аркушів збільшиться на 3. Отже, якщо таку операцію провести п разів, то після цього ми матимемо 4 + 3п аркушів.

Маємо рівняння 4 + 3п = 2013, звідси  3п = 2009. Але число 2009 не ділиться на 3. Отже, підрахунок був виконаний неправильно.

6. Підберіть 5 послідовних натуральних чисел і поставте перед кожним з них знак «+» або «-» так, щоб алгебраїчна сума дорівнювала 2013.

Розв’язання. Розглянемо різні можливі випадки розміщення знаків «+» і «-».

1) х + (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,      5х + 10 = 2013. 

Рівняння не має коренів на множині натуральних чисел.

2) х + (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) - (х + 4) = 2013,       3х + 2 = 2013. 

Рівняння не має коренів на множині натуральних чисел.

3) х + (х + 1) + (х + 2) - (х + 3) + (х + 4) = 2013,       3х + 4 = 2013. 

Рівняння не має коренів на множині натуральних чисел.

4) х + (х + 1) - (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,       х = 669. 

Маємо: 669 + 670 – 671 + 672 + 673 = 2013.

5) х - (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,       3х + 8 = 2013. 

Рівняння не має коренів на множині натуральних чисел.

6) -х + (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,     3х + 10 = 2013. 

Рівняння не має коренів на множині натуральних чисел.

7) х + (х + 1) + (х + 2) - (х + 3) - (х + 4) = 2013,        4х - 4 = 2013. 

Рівняння не має коренів на множині натуральних чисел.

8) х + (х + 1) - (х + 2) + (х + 3) - (х + 4) = 2013,       х = 2015. 

Маємо: 2015 + 2016 – 2017 + 2018 - 2019 = 2013.

9) х - (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) - (х + 4) = 2013,       х = 2013. 

Маємо: 2013 - 2014 + 2015 + 2016 - 2017 = 2013.

10) -х + (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) - (х + 4) = 2013,   х = 2011. 

Маємо: -2011 + 2012 + 2013 + 2014 - 2015 = 2013.

11) -х + (х + 1) + (х + 2) - (х + 3) + (х + 4) = 2013,   х = 2009. 

Маємо: -2009 + 2010 + 2011 - 2012 + 2013 = 2013.

12) -х + (х + 1) - (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,   х = 2007. 

Маємо: -2007 + 2008 - 2009 + 2010 + 2011 = 2013.

13) -х - (х + 1) + (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,   х = 2005. 

Маємо: -2005 - 2006 + 2007 + 2008 + 2009 = 2013.

14) х - (х + 1) - (х + 2) + (х + 3) + (х + 4) = 2013,     х = 2009. 

Маємо: 2009 - 2010 - 2011 + 2012 + 2013 = 2013.

15) х - (х + 1) + (х + 2) - (х + 3) + (х + 4) = 2013,    х = 2011. 

Маємо: 2011 - 2012 + 2013 - 2014 + 2015 = 2013.

Відповідь. 9 способів: 669 + 670 – 671 + 672 + 673 = 2013,

2015 + 2016 – 2017 + 2018 - 2019 = 2013,

2013 - 2014 + 2015 + 2016 - 2017 = 2013,

-2011 + 2012 + 2013 + 2014 - 2015 = 2013,

-2009 + 2010 + 2011 - 2012 + 2013 = 2013,

-2007 + 2008 – 2009 + 2010 + 2011 = 2013,

-2005 - 2006 + 2007 + 2008 + 2009 = 2013,

2009 - 2010 – 2011 + 2012 + 2013 = 2013,

2011 - 2012 + 2013 - 2014 + 2015 = 2013.

7. Довести, що 22013 + 32013 ділиться на 5.

Доведення. Число 22013 закінчується такою ж цифрою, як і число 21, а число 32013 закінчується такою ж цифрою, як і число 31, тобто цифрою 3. Їх сума закінчується цифрою 5. Отже, вираз 22013 + 32013 ділиться на 5.

8. Яку цифру треба дописати і зліва, і справа до числа 2013, щоб утворене число ділилося на 11? Відповідь обґрунтуйте.

Розв’язання. Згідно ознаки подільності числа на 11 маємо: число ділиться на 11, якщо сума його цифр, які стоять на парних місцях або дорівнює сумі цифр, які стоять на непарних місцях, або відрізняється від неї на число, яке кратне 11. 

Оскільки число 2013 кратне 11, то зліва і справа до цього числа можна дописати будь-яку цифру, крім нуля.

9. Знайти 
[image: image56.wmf]{

{

{

{

.

2

...

2

3

...

3

,

3

...

3

2

...

2

2013

2013

2013

2013

÷

ø

ö

ç

è

æ

НСД

, де НСД – найбільший спільний дільник чисел.

Розв’язання. 
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Відповідь. 
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10. Знайти суму зовнішніх кутів опуклого 2013-кутника. Відповідь обґрунтувати.
Відповідь. 360°.

11. При яких х і у виконується нерівність:   2013 у2 ≥ 20 х у – 13 х2 ?

Розв’язання.  2013 у2 ≥ 20 х у – 13 х2;

12 х2  + х2  - 20 х у + (10 у)2 + 1913 у2 ≥ 0;

12 х2  + (х - 10 у)2 + 1913 у2 ≥ 0.

Ця нерівність виконується при будь-яких х і у.

12. Розв’язати в натуральних числах рівняння х у = х + у + 2013.

Розв’язання. х у - у - х + 1 = 2014;

(х - 1) (у - 1)= 2014;

2014 = 2 · 19 · 53.

Далі маємо: 1) 
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2) 
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Відповідь. (3; 1008), (1008; 3), (20; 107), (107; 20), (54; 39), (39; 54), (2; 2015), (2015; 2).
13. Знайти найменше ціле х, що задовольняє нерівності 
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Розв’язання. 
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Відповідь. -2012.

14. Знайти найменше натуральне число, яке починається на 13, ділиться на 13 і має суму цифр, що дорівнює 13.

Розв’язання. 13117 : 13 = 1009;

1 + 3 + 1 + 1 + 7 = 13.

Відповідь. 13117.
15. Чи можна подати число 2013 у вигляді різниці куба суми трьох чисел і тризначного числа, яке записане тими самими цифрами ?

Розв’язання. Нехай 2013 = (х + у + z)3 - 
[image: image72.wmf]хуz

. 

Оскільки 100 ≤ 
[image: image73.wmf]хуz

 < 1000, то 2013 < (х + у + z)3 < 13824, тому х + у + z дорівнює 13, 14, … , 24.

Заданій умові задовольняють числа х = 1, у = 8, z = 4. 

(1 + 8 + 4)3 – 184 = 133 – 184 = 2197 – 184 = 2013.
Відповідь. Так, можна.
16. Микола написав на дошці декілька цілих чисел. Оля написала під кожним Миколиним числом його квадрат, а Льоня додав всі написані на дошці числа і отримав 2013. Довести, що або Оля, або Льоня зробили помилку.

Доведення.

	Микола
	а
	b

	Оля
	а2
	b2

	Льоня
	а + а2 + b + b2 = 2013

а (1 + а) + b (1 + b) = 2013


Оскільки парне число в добутку з непарним числом дає парне число, то в лівій частині отримали парне число, а в правій частині – непарне число. Тому є помилка.

17. Куб натурального числа N ділиться на 2013. Чи слідує звідси, що саме число N ділиться на 2013 ?
Розв’язання. 2013 = 3 · 11 · 61. Числа 3, 11 і 61 – прості.

N3 ділиться на 3, тому N ділиться на 3, 

N3 ділиться на 11, тому N ділиться на 11, 

N3 ділиться на 61, тому N ділиться на 61.

Отже, N ділиться на 2013. 

Відповідь. Слідує.
18. Чи існує таке х, що х3 – 3 х2 + 2х + 2013 = 0 ?
Розв’язання. х3 – 3 х2 + 2х = -2013;

х (х2 – 3 х + 2) = -2013;

х (х - 1) (х - 2) = - 2013.

Ліва частина рівності ділиться на 2, а права – ні. Тому не існує такого х, щоб виконувалася задана рівність.

Відповідь. Не існує.
19. Довести, що 
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Доведення. 
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Що й треба було довести.

10 клас

1. Розв’язати в натуральних числах рівняння х у = х + 2у + 2013.

Розв’язання. х у = х + 2у + 2013;

х у - х + 2 - 2у = 2015;

х (у - 1) – 2 (у - 1) = 2015;

(х - 2) (у - 1) = 2015;

2015 = 5 · 13 · 31.

Далі маємо: 1) 
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Відповідь. (7; 14), (15; 6), (3; 32), (33; 6), (15; 32), (33; 14).

2. Розв’язати рівняння: 
[image: image82.wmf].
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Розв’язання. 1) Якщо х ≥ 2013, то 2х = 2012 + 4026;       х = 3019;

2) якщо х < 2013, то 2х = 2014;                   х = 1007.

Відповідь. 1007; 3019.

3. Розв’язати нерівність: 
[image: image83.wmf].
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Розв’язання. 1) Якщо х ≥ 2013, то х + 2012 ≤ х -2013, розв’язків немає;

2) якщо 2012 ≤ х < 2013, то х + 2012 ≤ -х +2013, розв’язків немає;
3) якщо -2012 ≤ х < 2012, то х + 2012 ≤ -х +2013; х ≤ 0,5;

4) якщо х < -2012, то -х - 2012 ≤ -х +2013; х – будь-яке число з цього проміжку.

Відповідь. 
[image: image84.wmf](
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4. Довести, що 92013 + 1 не ділиться на 100.

Доведення. Доведемо, що друга цифра числа 92013 + 1 не нуль, тобто, що число 92013 не закінчується цифрами 99.

Відомо, що останні дві цифри добутку визначаються останніми двома цифрами множників. Випишемо останні дві цифри перших одинадцяти степенів дев’ятки:

09;  81;  29;  61;  49;  41;  69;  21;  89;  01;  09.

Оскільки 911 закінчується тими самими цифрами, що й 91, то надалі піднесення дев’ятки до степеня ця послідовність буде періодично повторюватися з періодом 10. Отже, останні дві цифри числа 92013 такі самі, як і в числа 91, тобто 09, а число 92013 + 1 закінчується на 10, тільки одним нулем.
5. Чи існує такий набір двох натуральних чисел, що їх сума дорівнює 2013 і їх добуток також дорівнює 2013 ?

Розв’язання. Нехай х і у – натуральні числа, які задовольняють заданій умові, тобто 
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Тоді х і у є коренями квадратного рівняння z2 – 2013 z + 2013 = 0. 

Оскільки D = 20132 – 4 · 2013 = 2013 · (2013 - 4) = 2013 · 2009 не є точним квадратом, то не існує таких натуральних чисел, які задовольняють заданій умові.
6. Поставити замість зірочок знаки арифметичних дій і знайти натуральне число А, якщо 20 * А * 13 = 2013.

Розв’язання. Розглянемо послідовно всі можливі комбінації знаків арифметичних дій.

Комбінації «+ +» і «+ -» приводять до рівностей 

20 + А + 13 = 2013 і 20 + А - 13 = 2013, з яких знаходимо значення А, що дорівнюють 1980 і 2006.

Перша дія не може бути відніманням, бо при додатному значенні А вираз 

20 - А * 13 при будь-якій дії * не більше, ніж 20 + 13.

Комбінація «+ х» не дає розв’язку, бо 2013 – 20 = 1993, яке не ділиться на 13.

Комбінація «х +» дає розв’язок 20 · А + 13 = 2013, який дорівнює 100.

З рівності 20 · А - 13 = 2013 дістаємо А – дробове число.

Розглядаючи інші комбінації, переконуємося, що до нових розв’язків приводить тільки «+ : ».

Відповідь. 20 + 1980 + 13 = 2013,           20 + 2006 - 13 = 2013,

20 · 100 + 13 = 2013,               20 + 25909 : 13 = 2013.

7. Знайти хоча б одну трійку різних натуральних чисел х, у, z, для яких 
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Розв’язання. Для кожного натурального п маємо:
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При п = 2013 це означає, що 
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Відповідь. х =  4025, у = 4025 · 4026, z = 4026.

Зауваження. Умову задовольняє багато інших трійок чисел х, у, z.
8. Чи є у вашій школі учні, яким в 2013 році виповниться стільки років, яка сума цифр їх року народження?

Розв’язання. Учні, які навчатимуться в 2013 році, народилися, очевидно, пізніше 1990 року. В тих учнів, які народилися не раніше 2000 року, сума цифр року народження більша 2, а їм в 2013 році виповниться не більше 13 років. Перевіркою переконуємося, що серед них немає таких, які задовольняють умові задачі.

Останню цифру року народження тих учнів, які народилися в 1990-1999 роках, позначимо через х. Тоді їм в 2013 році виповниться 2013 – (1990 + х) = 23 – х років і сума цифр їх року народження дорівнює 1 + 9 + 9 + х = 19 + х, 

 звідки 19 + х = 23 – х,    х = 2.

Отже, особам, які народилися в 1992 році, виповниться в 2013 році стільки років (21 рік), яка сума цифр їх року народження. В школах району таких учнів немає.

9. Знайдіть всі можливі способи розставити замість точок (•) цифри в такій рівності

• • • • 2 = 2013 • • •.

Відповідь. 14192 = 2013561.

10. Підберіть трійку натуральних чисел, яка є розв’язком рівняння х2 + у2 + z2 = 2013. Знайдіть всі розв’язки. 
Відповідь. 432 + 102 + 82 = 2013,              382 + 202 + 132 = 2013,

352 + 282 + 22 = 2013,               342 + 292 + 42 = 2013.
11. Яке з чисел більше 
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Розв’язання. Позначимо для зручності через п число 132012. 

Задані числа матимуть вигляд: 
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Щоб з’ясувати, яке з цих чисел більше, розглянемо їх відношення:
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Це відношення більше за 1. Отже, перше з чисел більше, ніж друге.

12. Розглядаються функції виду y = x2 + a x + b, де 
[image: image99.wmf]2013
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. Довести, що графіки всіх таких функцій мають спільну точку.

Доведення. Обчислимо у(1) = 1 + а + b = 1 + 2013 = 2014. Отже, кожний з даних графіків проходить через точку з координатами (1: 2014).
13. В 2013 році деяке число ні в жодному місяці не буде понеділком. Що це за число?
Розв’язання. Доведемо, що для будь-якого k від 1 до 30 k-те число протягом року обов’язково буває будь-яким із семи днів тижня. Складемо календар.

	Місяць
	Число днів у цьому місяці
	Між k-тим числом цього і наступного місяця проходить 4 повних тижні і щн

	Січень
	31
	3 дні

	Лютий
	28 або 29
	0 або 1 день

	Березень
	31
	3 дні

	Квітень
	30
	2 дні

	Травень
	31
	3 дні

	Червень
	30
	2 дні

	Липень
	31
	3 дні

	Серпень
	31
	3 дні

	Вересень
	30
	2 дні

	Жовтень
	31
	3 дні

	Листопад
	30
	2 дні

	Грудень
	31
	3 дні


Щоб не плутати з березнем і високосними роками, почнемо зразу з березня. Припустимо, що k-те березня – субота. 

Тоді користуючись останнім стовпчиком нашого календаря, неважко підрахувати, що k-те квітня – вівторок, k-те травня – четвер, k-те червня – неділя, k-те липня – вівторок, k-те серпня – п’ятниця, k-те вересня – понеділок, k-те жовтня – середа.

На цьому можна закінчити: вже з березня до жовтня k-те число побувало будь-яким днем тижня.

Якби k-те березня було яким-небудь іншим днем тижня, а не суботою, то всі дні, які припадають на k-ті числа, просто зсунулися б «по кругу» і так само з березня до жовтня серед k-х чисел зустрілись би всі дні тижня.

Треба ще навести приклад, який показує, що 31-е число може не бути неділею ні в жодному місяці.

За допомогою нашого календаря неважко перевірити, що саме так буде, якщо 1 січня – понеділок, а рік не високосний.
Відповідь. 31-е.

14. Знайти всі цілі розв’язки нерівності: 
[image: image100.wmf].
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Розв’язання. Нехай (х; у) – розв’язок нерівності. Тоді з умови задачі слідує, що 

|х – 3у| < 1.

Оскільки х і у – цілі числа, то х = 3у. Підставимо цей результат у вихідну нерівність, тоді: 
[image: image101.wmf].
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 Отже, у = 1, тоді х = 3.

Перевіркою переконуємося, що (3; 1) є розв’язком даної нерівності.

Відповідь. (3; 1).

15. Розкрити дужки у виразі (1 - х)2 · (1 + 2х + 3х2 + … + 2013х2012).
Розв’язання. (1 - х)2 · (1 + 2х + 3х2 + … + 2013х2012) = 

=(1 - х) (1 - х) · (1 + 2х + 3х2 + … + 2013х2012) = 

= (1 - х) · (1 + 2х + 3х2 + … + 2013х2012 – х – 2х2- 3х3 - … - 2013х2013) =

= (1 - х) · (1 + х + х2 + … + х2012 – 2013х2013) =

= 1 + х + х2 + … + х2012 – 2013х2013 – х – х2 - … - х2013 + х2013 + 2013х2014 =

= 1 - 2012х2013 + 2013х2014.
Відповідь. 1 - 2012х2013 + 2013х2014.

16. Послідовність чисел починається з х1 = 2013, а кожне наступне число отримується з попереднього за правилом 
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. Знайти х2013.
Розв’язання. 
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Отже, х1 = х4, тоді х5 = х2, х6 = х3, і т. д. Оскільки число 2013 кратне числу 3, то х2013 = х3 і 
[image: image105.wmf].
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Відповідь. 
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11 клас

1. Розв’язати рівняння: 
[image: image107.wmf](
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Розв’язання. 1) 
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      Коренів немає.

Відповідь. -2012; 2012.

2. Довести, що серед будь-яких дев’яти дільників числа 
[image: image110.wmf]2012

2013

 знайдуться два, добуток яких є квадратом натурального числа.
Доведення. Усі дільники числа 
[image: image111.wmf]2012
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 мають вигляд 
[image: image112.wmf]m

n

k

61

11

3

×

×

, де 
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 – цілі невід’ємні числа. Розіб’ємо їх усі на 8 типів: два дільники попадають в один клас, якщо у них парність степеня кожного з трьох множників — 
[image: image114.wmf]3

, 
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 та 
[image: image116.wmf]61

 — однакова. 
Таким чином, якщо вибрані 9 дільників, то за принципом Діріхле принаймні два з них будуть мати один тип. Якщо тепер перемножити ці два дільники, то їхній добуток буде мати вигляд 
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 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf](
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, що й треба було довести.

3. Яку найбільшу кількість точок можна розташувати на площині так, щоб існувало рівно 2013 прямих, які проходять хоча б через дві з них?
Розв’язання. Розташувати 2013 точок так, щоб була виконана умова задачі, досить просто: 2012 точок розмістимо на одній прямій, а останню точку — поза нею (рис.). Доведімо, що розташувати на площині більше за 2013 точок, задовольнивши умову задачі, неможливо.

Лема. Якщо на площині задана множина M, що складається з n точок, не всі з яких лежать на одній прямій, то існує пряма, яка проходить рівно через дві точки із заданої множини M.

[image: image163.wmf]A

Доведення. Проведемо всі прямі через кожні дві точки множини M. Знайдемо таку проведену пряму і таку точку із M, відстань між якими найменша (при цьому, звичайно, не розглядається жодна така пара з точки та прямої, що точка лежить на прямій). Позначимо відповідну пряму як l, а точку — як A. Доведемо методом від супротивного, що на прямій l лежить тільки дві точки із M. Припустимо, що на ній лежить принаймні три точки з цієї множини, й позначимо їх «зліва направо» через 
[image: image119.wmf]1
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 (рис.). Оскільки 
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. Без обмеження загальності можемо вважати, що 
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 — висота трикутника 
[image: image127.wmf]23
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, опущена з вершини A, а 
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 — висота цього трикутника, опущена з 
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. Оскільки площа трикутника 
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 дорівнює 
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 і 
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, то 
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. Але це означає, що відстань між точкою 
[image: image134.wmf]2
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 і прямою 
[image: image135.wmf]3
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 менша за відстань між A і l. Одержана суперечність завершує доведення леми.

Покажемо тепер, що якщо на площині розташовано n точок, то або всі вони лежать на одній прямій, або існує щонайменше n прямих, які проходять хоча б через дві з них. Це означатиме, що якщо на площині розміщено більше за 2013 точок, то пряма буде або одна, або їх буде більше за 2013.

Доведення проведемо методом математичної індукції. Для 
[image: image136.wmf]3
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 твердження очевидне. Нехай це твердження справджується для деякого n. Покажемо, що воно виконується також і для 
[image: image137.wmf]1
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. Розглянемо довільну 
[image: image138.wmf]1
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 точку, не всі з яких лежать на одній прямій. Виберемо дві точки, на прямій із якими не лежить жодна інша точка множини (згідно з доведеною лемою це завжди можна зробити). Приберімо одну з цих точок, до того ж виберемо таку, щоб решта точок не лежали на одній прямій. Після цього залишиться n точок, не всі з яких лежать на одній прямій. Вони, згідно з індукційним припущенням, утворюють щонайменше n прямих. Але серед цих прямих нема тієї, що проходить через дві вибрані точки, одну з яких було вилучено. У сумі з нею прямих буде не менше ніж 
[image: image139.wmf]1

+

n

. Індукційний перехід доведено.
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Відповідь: 2013 точок. 

4. Дано 2013 цілих чисел, жодне з яких не дорівнює нулю. Відомо, що сума будь-якого з них з добутком решти 2012 чисел від’ємна. Довести, що якщо довільним чином розбити всі дані числа на дві групи і перемножити числа в групах, то сума двох отриманих добутків також буде від’ємною.

Доведення. Припустимо, що серед даних чисел парна кількість від’ємних. Тоді серед них є додатне число a, і добуток всіх чисел, крім a, додатний. Це суперечить умові. Тому серед даних чисел непарна кількість від’ємних. 

Нехай x1, x2, . . . , xk і y1, y2, . . . , ym - дві групи, на які розбиті дані числа 
(k + m = 2013). Рівно один із двох добутків x1 x2 . . . xk і y1 y2 . . . ym (а саме той, в якому непарна кількість від’ємних співмножників) _від’ємний.
Нехай для визначеності x1 x2 . . . xk < 0, y1 y2 . . . ym > 0. Тоді серед чисел 
x1, x2, . . . , xk знайдеться від’ємне, наприклад, x1 < 0. Тому x2 . . . xk > 0, а значить,  x2 . . . xk > 1 (бо дані числа цілі). 
Отже, x1 x2 . . . xk + y1 y2 . . . ym < 0.
5. Довести, що існує таке натуральне n, що числа n + 1, n + 2, …, n + 2013 – складені. 

Доведення. Число n + 1 візьмемо складеним. Нехай n + 1 ділиться  на 2. n + 2 також повинно бути складеним, але ділитися на 2 уже не може. Нехай n + 2 ділиться на 3. Продовжуючи далі, знайдемо число n таке, що n + 1 ділиться на 2,   n + 2 – на 3, n + 3 – на 4 і так далі. Це рівносильне тому, що n – 1 ділиться на         2, 3, 4, …, 2014. Таке число, звичайно, існує, наприклад, 2014!. Отже, шукане n може бути числом 2014! + 1. 

6. Знайдіть всі можливі способи розставити замість точок (•) цифри в такій рівності

• • • • 2 = 20 • • 13 •.

Відповідь. 14442 = 2085136.

7. Яке з чисел більше 
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Розв’язання. Нехай п = 102012. 

Тоді: 
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Це відношення менше за 1. Отже, друге число більше, ніж перше.

8. На дошці записано числа 20 і 13. Дозволяється дописувати до вже отриманих на дошці чисел суму будь-яких двох з них. Довести, що таким чином можна на деякому кроці дістати число 2013.
Доведення. Нехай m і п – довільні натуральні числа. Записавши суму чисел 20 і 13, дістанемо 20 + 13 = 33. Послідовно п - 1 раз  додаючи до отриманого на попередньому кроці числа число 20, запишемо на дошці послідовність 20 + 13,    20 + 13 + 20, 20 + 13 + 20 + 20, … , 20 + 13 + 20 (п - 1) = 13 + 20 п. Проробивши таку саму процедуру m – 1 раз з числом 13, дістанемо 20 п + 13 m.
Отже, щоб довести потрібні твердження, досить знайти натуральні m і п такі, що 
20 п + 13 m = 2013.

Нехай k = п – m, тоді п = k + m і 20 k + 33 m = 2013, тобто 
[image: image145.wmf].
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Звідси випливає, що 13 – 13 m має ділитися на 20. 

При m = 1 маємо 
[image: image146.wmf].
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 Тоді 20 п + 13 · 1 = 2013; п = 100.

Отже, на деякому кроці (а саме, на 100-му) ми отримаємо число 2013.
9. Вік студента в 2013 році дорівнюватиме сумі цифр його року народження. Скільки років буде студенту в 2013 році?
Розв’язання. Нехай студент народився в 
[image: image147.wmf]ху
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 році. Його вік буде 10 + х + у. 

Тоді 1900 + 10х + у + 10 + х + у = 2013;   11х + 2у = 103,  звідси 
[image: image148.wmf]11
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Оскільки х і у не перевищують числа 9, то х = 9, у = 2.

Отже, студент народився в 1992 році і в 2013 році йому виповниться 21 рік.
Відповідь. 21 рік.

10. Скількома нулями закінчується число, яке дорівнює добутку всіх натуральних чисел від 1 до 2013 включно?

Розв’язання. Кількість нулів, якими закінчується число N = 1 · 2 · 3 · … · 2013, дорівнює кількості пар множників 2 і 5, які можна утворити після розкладу числа N на прості множники. Тому треба підрахувати, скільки разів множник 5 входить в такий розклад:
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= 402 + 80 + 16 + 3 = 501 раз. ([х] – ціла частина числа х).

Множників 2 буде більше.

Відповідь. 501 нуль.

11. Квадратний тричлен Р(х) = а х2 + b х + с (а, b, с – цілі, с - непарне) має цілі корені. Чи може Р(2013) бути непарним числом ?

Розв’язання. Нехай х1 і х2 – корені Р(х). Тоді за теоремою Вієта: х1 · х2 = 
[image: image150.wmf]а

с

, тобто 

х1 · х2 · а = с. За умовою с – непарне; х1, х2, а – цілі. Звідси слідує, що х1, х2, а – непарні. За теоремою Вієта х1 + х2 = 
[image: image151.wmf]a

b

-

, тобто b = - (х1 + х2) · а, тобто b – парне число. 

Тоді Р(2013) = а · 20132 + b·  2013 + с – сума двох непарних і одного парного числа є парним числом.

Відповідь. Ні.

12. Розв’язати систему в цілих числах: 
[image: image152.wmf]î
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Розв’язання. Віднімемо від другої рівності першу. 

Отримаємо: (х + у z) – (х у + z) = 2013 – 2012;

х – х у + у z - z  = 1;

х (1 - у) + z (1 - у) = 1;
(х - z) (1 - у) = 1.

Оскільки х, у, z  - цілі числа, то можливі два випадки:

1) х – z = 1 і 1 – у = 1, звідки у = 0, х = 2013, z = 2012;
2) х – z = -1 і 1 – у = -1, звідки у = 2, але х і у при цьому не є цілими числами.
Відповідь. 2013; 0; 2012.

13. Нехай у ≠ -1, 
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Чому дорівнює у, якщо х2013 = 3 ? 

Розв’язання. Виразимо х2, х3 і х4 через у:


[image: image154.wmf].
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Тому х5 = х1, х6 = х2, х7 = х3, х8 = х4, …Оскільки 2013 = 4т + 1, то х2013 = х1 = 
[image: image155.wmf].
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Таким чином 
[image: image156.wmf]3
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, звідки у = -2.
Відповідь. -2.

14. При якому значенні параметра а система рівнянь 
[image: image157.wmf]î
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Розв’язання. 
[image: image158.wmf]î
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       а – 2 х = 2013 – х2;   х2 – 2х – 2013 = 0;
D = 4 – 4 (а - 2013). Система має єдиний розв’язок тоді, коли D = 0. 

Тому 4 – 4 (а - 2013) = 0, звідки а – 2013 = 1 і а = 2014.

Відповідь. 2014.

15. Обчислити значення виразу 
[image: image159.wmf]3
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де п = 2013.

Розв’язання. 
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Відповідь. 
[image: image161.wmf].
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16. Чи існують цілі числа х, у, z, які задовольняють рівність 

(х + у) (у + z) (z + х) ?

Розв’язання. З трьох цілих чисел х, у, z принаймні два мають однакову парність, наприклад, це числа х і у, тоді сума х + у – парна. Добуток  (х + у) (у + z) (z + х) кратний 2, а число 2013 не ділиться на 2. Одержана суперечність доводить, що не існує таких цілих чисел.
Відповідь. Не існує.

17. Знайти суму коефіцієнтів многочлена, який одержимо, якщо у виразі 

(1 + х – 3х2)2013 розкриємо дужки і зведемо подібні доданки.
Розв’язання. Маємо а0 +а1 х + а2 х2 + … .Сума коефіцієнтів такого многочлена дорівнює значенню цього многочлена при х = 1.

Підставимо х = 1 у вираз (1 + х – 3х2)2013. Маємо Р(1) = (1 + 1 - 3 · 12)2013 = -1.
Відповідь. -1.

18. Знайти остачу від ділення числа 2013 на деяке одноцифрове число, якщо остача від ділення числа 1001 на це число дорівнює 5.

Розв’язання. Нехай дільником числа 1001 є число р (5 < р ≤ 9), при діленні на яке 1001 дає в остачі 5. Тоді 1001 – 5 = 996 і число 996 ділиться на р. 

Оскільки 996 = 22  · 3 · 83, то р = 6, а 2013 : 6 = 335 (ост 3).
Відповідь. 3.

19. Послідовність будується за таким законом: на першому місці стоїть число 7, а далі за кожним числом стоїть сума цифр його квадрату, збільшена на 1. Яке число стоїть на 2013-му місці?

Розв’язання. Обчисливши перші декілька членів, легко зрозуміти як саме ця послідовність складається, тобто після четвертого члена слідує повторення чисел 5, 8, 11:         7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5, 8, 11, … . Залишається порахувати, яке з чисел 5, 8, 11 знаходиться на 2013-му місці. Це число 8, тому що 

(2013 - 4) : 3 = 2009 : 3 = 669 (ост. 2).

Отже, на 2012-му місці знаходиться число 5, а на 2013-му – число 8.

Відповідь. 8.

20. Скільки різних цілочисельних розв’язків має нерівність |х| + |у| ≤ 2013 ?

Розв’язання. Кількість цілочисельних розв’язків нерівності |х| + |у| ≤ п дорівнює числу точок з цілими координатами, які належать квадрату з вершинами в точках (п; 0), (0; п), (-п; 0), (0; -п). Кількість таких розв’язків дорівнює п2 + (п + 1)2.    

При п = 2013 маємо 20132 + 20142 = 4052169 + 4056196 = 8108365.
Відповідь. 8 108 365.

21. Знайти суму чотирьох натуральних чисел а, b, с, d, якщо множина можливих сум трьох з цих чисел дорівнює множині {2011, 2012, 2013}.
Розв’язання. 
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Звідки 2а + 2с +2 d +3 b = 6036 або 2 (а + с + d) + 3 b =6036.

За умовою задачі а + с + d може дорівнювати 2011, 2012 або ж 2013. оскільки 6036 ділиться на 3 і 3 b теж ділиться на 3, то а +с + d має ділитися на 3. 

Отже, це може бути лише 2013. Далі знаходимо 

b = (6036 - 2 · 2013) : 3 = (6036 - 4026) : 3 = 2010 : 3 = 670. 

Тоді а + b  + с + d = (а +с + d) + b = 2013 + 670 = 2683.
Відповідь. 2683.
22. Два гравці по черзі зафарбовують клітинки на клітчастій дошці розміром 20х13. Кожним ходом зафарбовується декілька клітинок, що утворюють квадрат. Зафарбовувати клітинки двічі не дозволяється. Виграє той, хто зафарбовує останню клітинку. Довести, що гравець, який починає, завжди може виграти.
Доведення. Гравцю, що починає гру, слід першим ходом зафарбувати квадрат розміром 12х12, симетричний відносно відрізка, що ділить дошку навпіл. Який би квадрат не зафарбував партнер своїм ходом, перший гравець повинен зафарбувати квадрат, симетричний вказаному квадрату відносно заданого відрізка.
23. В квадратній таблиці 2013х2013 деякі клітинки пофарбовані. Кожна зафарбована клітинка є єдиною зафарбованою клітинкою або в стовпчику, або в рядку таблиці. Яку найбільшу кількість клітинок можна зафарбувати?

Розв’язання. На рисунку показано, як можна зафарбувати 4024 клітинки. 

Доведемо, що це максимально можливе число. Інакше їх було б не менше, ніж 4025, а тому вони б заповнили або усі 2013 рядків, або усі 2013 стовпців (бо всього є 2013 ліній).

Відповідь. 4024.

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Результати конкурсу «Новорічний-2013»

	№ п/п
	Прізвище та ім’я
	Навчальний заклад
	№ розв’язаної задачі

	3 клас

	1
	Чепіжак Едуард
	Рівне
	1, 3, 4, 6, 7

	2
	Гордійчук Ніка
	Вербовець
	1, 2, 3, 6, 9 

	3
	Бондар Андрій
	Немерче 
	1, 3, 7

	4
	Гречун Віталій
	Немерче
	1

	4 клас

	1
	Блишин Юлія
	Рівне
	3, 4, 5, 6, 8, 10, 11, 12, 13

	2
	Атаманюк Назар
	Рівне
	2, 5, 6, 11, 13

	3
	Блажко Антон
	Немерче
	2, 5, 10, 11

	4
	Здоровець Оксана
	Вербовець
	9, 10

	5 клас

	1
	Третяк Анатолій
	Мур.Курилівці СЗШ№2
	1, 2, 3, 4, 6, 7, 9

	2
	Білик Аліна
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 2, 4, 5, 7, 9

	3
	Глухий Максим
	Вербовець
	4, 7, 11, 13 

	4
	Юрковський Денис
	Бахтин
	1, 2, 7, 9

	5
	Біла Ірина
	Вербовець
	1, 5, 7

	6
	Колісник Дарія  
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 2, 7

	7
	Краковецька Ліза
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 2, 4

	8
	Кінзерська Світлана
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 2, 7

	9
	Смульська Інна
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 5

	10
	Корнієнко Владислав
	Немерче
	7, 12

	11
	Костишен Віта
	Немерче
	1, 7

	12
	Римар Богдан
	Рівне
	2, 9

	13
	Грабовська Богдана
	Мур.Курилівці НВК №1
	-

	6 клас

	1
	Третяк Олесь
	Мур.Курилівці СЗШ №2
	1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13

7 клас: 2, 6, 8

	2
	Лісова Марта
	Бахтин
	1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12

	3
	Олійник Яна
	Бахтин
	1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

	4
	Чепіжак Максим
	Рівне
	2, 4, 5, 10, 12

	5
	Козловський Ростислав
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 4, 5

	6
	Сауляк Ірина
	 Немерче
	4, 12

	7
	Яковенко Анастасія
	Немерче
	4, 12

	8
	Петров Богдан
	Мур.Курилівці НВК №1
	7

	7 клас

	1
	Чемериський Владислав
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 25

	2
	Дерен Тетяна
	Вербовець
	1, 2, 3, 5, 8, 9, 10, 17, 18, 19, 21, 22, 23

	3
	Недосейкін Андрій
	Бахтин
	1, 2, 5, 7, 8, 10, 17, 18, 21, 25

	4
	Лісевич Віталій
	Вербовець
	1, 3, 10, 12, 17, 19, 20, 21, 22

	5
	Цвига Світлана
	Бахтин
	1, 8, 10, 12, 13, 20, 17, 25

	6
	Гринь Олександр
	Наддністрянське
	1, 10, 14, 15, 18, 21, 23, 20

	7
	Петренко Валерій
	Мур.Курилівці НВК №1
	10, 12, 21, 23, 2

	8
	Кушнір Ілона
	Мур.Курилівці НВК №1
	2, 10, 18, 19, 20, 22, 23

	9
	Лопушанська Вікторія
	Немерче
	7, 10, 17, 20, 22

	10
	Костишен Андрій
	Немерче
	7, 10, 17, 21, 22

	11
	Вдовиченко Світлана
	Рівне
	2, 18, 19, 20

	12
	Білик Ярослав
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 2, 10, 18

	13
	Лісевич Руслан
	Вербовець
	1, 8, 10

	14
	Гринько Аліна
	Рівне
	10

	15
	Ліпінська Валерія
	Вербовець
	Копія (списано)

	16
	Сімакович Інна
	Вербовець
	Копія (списано)

	8 клас

	1
	Теренчук Євген
	Немерче
	15

	9 клас

	1
	Кудельська Ольга
	Бахтин
	2, 7, 8

	2
	Матущак Дмитро
	 Немерче
	1, 7, 8

	3
	Чорноус Юлія
	Котюжани
	7,8,18

	4
	Козаченко Юлія
	Котюжани 
	Копія (списано)

	11 клас

	1
	Середюк Валерія
	Мур.Курилівці НВК №1
	6, 9, 14, 19

	2
	Домінас Альона
	Мур.Курилівці НВК №1
	1, 6, 9

	3
	Лучин Олег
	Вербовець
	-
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