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Навчально-методичний посібник розроблено для підготовки учнів 5-9 класів до математичних конкурсів, олімпіад, турнірів. Ця розробка адресована тим, хто хоче навчитися розв’язувати задачі олімпіадної математики та навчити цього своїх учнів. Вона написана на основі багаторічного досвіду підготовки учнів до участі в районних і обласних математичних олімпіадах та конкурсах і здобуття ними перемог.

Мета цієї розробки – надати вчителям, учням конкретну допомогу в розвитку вміння розв’язувати задачі даного напрямку. До більшості задач дано відповіді та повні їх розв’язання. Однак хочу попередити Вас, що читання розв’язань принесе малу користь, якщо перед цим Ви не витратите достатньо свого часу, спробувавши розв’язати задачу самостійно.

В посібнику пропонуються нестандартні завдання з порядковим номером календарного року, які, на думку автора, поліпшують якість знань, розвивають пізнавальну діяльність та творчу ініціативу дітей. Це свого роду бенефіс числа 2016, де в кожній задачі воно виступає головною дійовою особою. 
Буду вдячний всім, хто запропонує свої зауваження щодо створення даної розробки.
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З Новим роком, мої юні друзі!
Вашій увазі пропонується новорічна порція 
цікавих задачок із числом 2016.

Допоможіть веселій мавпочці розв’язати ці задачки.
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Все про число 2016
Увазі читачів пропонуються деякі цікаві властивості числа 2016, які можуть бути корисними при підготовці до олімпіади з математики.
Число 2016 є парним числом
Найменший дільник числа 2016 – число 2

Найбільший дільник числа 2016 – число 1008

2016 = 25 · 32 · 7.
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Сума цифр числа 2016:   2 + 0 + 1 + 6 = 9

Добуток цифр числа 2016:   2 ∙ 0 ∙ 1 ∙ 6 = 0

Найближчі до числа 2016 числа із послідовності Фібоначчі:        1597 і 2584
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5 клас
1. Скільки разів за добу між 00.00 і 23.59 електронний годинник показує всі чотири цифри 2, 0, 1, 6 у будь-якій послідовності ?

Розв’язання

Можливі випадки: 01.26;    02.16;    06.12;   06.21;    10.26;    12.06;    16.02;    16.20;     20.16;     21.06.

Відповідь. 10 разів.

2. Яким буде перше після 2016 ціле число з тією самою сумою цифр?
Розв’язання
Сума цифр числа 2016 дорівнює 9. З такою сумою цифр є числа 2025,  2034,  2043,  2052 і т. д. Найменше з них є 2025. 

Відповідь. 2025.
3.Через скільки років після 2016 року вперше настане рік з тією самою сумою цифр, але з іншим їх добутком?

Розв’язання

Через 99 років у 2115 році, 2 + 0 + 1 + 6 = 9;    2 + 1 + 1 + 5 = 9.    2 ∙0 ∙ 1 ∙ 6 = 0;       2 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 5 = 10.
Відповідь. Через 99 років.
4. Замінити зірочки знаками «+», «-» або «х» у рівності 2 * 0 * 1 * 6 = 5, щоб вона стала правильною.

Відповідь. 2 способи (20 + 1 – 6 = 5 і 2 ∙ 0 – 1 + 6 = 5).

5. Яка перша цифра у найменшому натуральному числі, в якому сума цифр дорівнює 2016 ?

Розв’язання

У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2016 повинно бути використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює 224 цифри (2016 : 9 = 224). Отже, шукане число складається з 224 дев’яток. 

Відповідь. 9.

6. Один хлопчик сказав, що 1 січня 2016 року різниця між числами прожитих ним місяців і прожитих ним повних років дорівнює 111. Коли народився цей хлопчик?

Розв’язання

Нехай хлопчик прожив х років та у місяців. Тоді він прожив 12 х + у місяців, і тому 12 х + у – х = 111, тобто 11 х + у = 11 · 10 + 1. Оскільки у< 12, то у = 1, х = 10.

Отже, хлопчик народився 1 грудня 2005 року. 

Відповідь. 1 грудня 2005 року.

7. Плитка шоколаду складається з 20 х 16 квадратних частин. Плитка розламується по прямих, які ділять частини, до тих пір, поки не отримають 320 окремих частин. Скільки разів треба ламати плитку?

Розв’язання

При кожному розламуванні по прямих, які ділять частини отримають на 1 кусок більше. Тому доведеться розламувати 319 разів.

Відповідь. 319 разів.

8. Всі натуральні числа від 1 до 1 000 000 записані підряд. Яка цифра стоїть на 2016-му місці?

Розв’язання

Одноцифрові числа займають 9 місць, двоцифрові – 90 · 2 = 180 місць, а всього разом вони займають 189 місць. Решту 2016 – 189 = 1827 місця займають цифри трицифрових чисел. Оскільки 1827 = 609 · 3, то 1827-ге місце займають цифри перших 609-и трицифрових чисел. Але 609-е трицифрове число є 708 
(609 + 99 = 708).

Отже, шукана цифра дорівнює 8.

Відповідь. 8.

9. На дошці записані числа 20 і 16. Дозволяється записувати нові числа, які дорівнюють сумі будь-яких двох наявних вже чисел. Довести, що цей спосіб побудови послідовності чисел може привести до написання числа 2016.

Розв’язання

20 · 4 + 16 · 121 = 80 + 1936 = 2016;20 · 100 + 16 · 1 = 2000 + 16 = 2016.

Наведені приклади доводять дане твердження.

10. Розставити між деякими цифрами в записі 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 (10 четвірок) дужки і знаки арифметичних дій, щоб отримати у відповіді 2016.

Розв’язання

Відповідь. 44 ∙ 44 + 44 + 44 – 4 – 4 = 1936 + 88 – 8 = 2016.

11. Дідусь Тарасика у 2016 році 16-й раз святкуватиме день свого народження. Коли народився дідусь Тарасика?
Розв’язання

4 ∙ 16 = 64 і 2016 – 64 = 1952.

Відповідь. 29 лютого 1952 року.
12. Розв’язати ребус: 

Р О З А

   О З А

+       З А

            А

________

2 0  1 6

Відповідь. РОЗА = 1469.

13.Сума 2016 натуральних чисел є непарною. Довести, що добуток цих чисел є парним числом.
Доведення

Якби всі 2016 натуральних чисел були непарними, то їх сума була б парним числом, оскільки доданків є парна кількість. Але за умовою їх сума непарна.

Отже, серед доданків є хоча б один парний. Але тоді добуток цих чисел – теж парне число.

14. Наташа задумала число. Петя сказав, що воно не менше 2016, Вася сказав, що воно не більше 2016, а Толя сказав, що воно дорівнює 2016. Довести, що серед цих висловлювань непарне число істинних.
Розв’язання

Якщо це число 2016, то істинні всі три висловлювання, а якщо ні – рівно одне з них.
15. Знайти найменше шестицифрове число, яке ділиться на 2016 без остачі.

Розв’язання

Найменше шестицифрове число 100 000 при діленні на 2016 дає остачу 1206. Тоді число, яке на 800 більше за 100 000, дає шукану відповідь.

Перевіримо: 100 800 : 2016 = 50.
Відповідь. 100 800.

16. Записати число 2016 за допомогою дванадцяти шісток і однієї арифметичної дії.

Відповідь. 666 + 666 + 666 + 6 + 6 + 6 = 2016.
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6 клас
1. Знайти останню цифру числа 20152016.
Відповідь. 5.
2. Чому дорівнює сума всіх різних простих множників числа 2016?
Розв’язання

2016 = 25 · 32 · 7. Тоді  2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 7 = 23.

Відповідь. 23.
3. Хто знайде більше способів записати число 2016 у вигляді суми двох простих чисел?
Розв’язання

2016 = 2011 + 5 = 2003 + 13 = 1999 + 19 = 1993 + 23 = 1987 + 29 = 1979 + 37 = 

= 1973 + 43 = 1949 + 67 = 1933 + 83 = 1913 + 103 = 1907 + 109 = 1889 + 127 =
= 1879 + 137 = 1877 + 139 = 1867 + 149 = … = 1019 + 997.
4. Хто знайде більше способів записати число 2016 у вигляді суми трьох простих чисел?

Розв’язання

2016 = 2011 + 3 + 2 = 2003 + 11 + 2 = 1997 +17 + 2.
5. Яку цифру треба дописати справа до числа 2016, щоб отримане число ділилося на 9?
Розв’язання

На 9 діляться ті числа, сума цифр яких ділиться на 9. 
Оскільки 2 + 0 + 1 + 6 = 9, то наступна цифра повинна бути 0 або 9, тобто це будуть числа 20160 або 20169.Відповідь. 0 або 9.
6. Знайти всі чотиризначні числа, які в сумі із своєю сумою цифр дають 2016.
Розв’язання

Число 2016 ділиться на 9. Шукане чотиризначне число і його сума цифр дають однакові остачі при діленні на 9, отже, вони обидва також повинні ділитися на 9. Сум чотирьох цифр, які діляться на 9, не так багато: 9,  18, 27, 36. Перевіримо, які дають 2016:
2016 – 9 = 2007, сума цифр 9;

2016 – 18 = 1998, сума цифр 27 (а не 18);

2016 – 27 = 1989, сума цифр 27;

2016 – 36 = 1980, сума цифр 18 (а не 36).

Отже, є два числа 2007 і 1989.

Відповідь. 2007, 1989.

7. Знайти найменше натуральне число, яке починається на 16, ділиться на 16 і має суму цифр, що дорівнює 16.
Відповідь. 16144.
8. Подати число 2016 у вигляді 2n - 2k, де n і k – натуральні числа.
Розв’язання

Оскільки 211 = 2048 і 25 32, то 2016 = 211 – 25 =2018 – 32.
Відповідь. 2016 = 211 – 25.
9. Які дві цифри треба дописати справа до числа 2016, щоб отримане число ділилосяна 101 ?

Розв’язання

Оскільки 201600 = 101∙ 1996 +4, то 201697 ділиться на 101, і, отже до числа 2016 треба дописати цифри 9 і 7. Будь-яка інша пара цифр не буде розв’язком задачі, в супротивному випадку між числами 201600 і 201700 існували б два числа, які діляться на 101, а тоді їх різниця ділилась би на 101, чого не може бути.
Відповідь. 9 і 7.

10. Петрик перемножив перші 2016 простих чисел. Скількома нулями закінчується добуток?

Розв’язання

Один нуль дістаємо, коли 2 · 5. Більше нулів немає.

Відповідь. 1.

11. Олег має 2016 однакових квадратиків. Складаючи їх сторона до сторони, він утворює суцільний прямокутник. Скільки різних прямокутників можна утворити таким чином?

Розв’язання

Відповідь. 504.

12. Знайти знаменник дробу 
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Розв’язання

Оскільки в чисельник входять множники 20; 40 = 20 · 2; 60 = 20 · 3; 80 = 20 · 4; …; 

2000 = 20 · 100, то чисельник ділиться на 20100, а значить і на 2016. Тому після скорочення дробу вийде ціле число.
Відповідь. 1.

13. До числа 2016 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб отримане шестицифрове число ділилося націло на 8.

Розв’язання

820168 : 8 = 102521.

Відповідь. Цифру 8. 

14. Якою цифрою закінчується число 220 + 216 ?
Відповідь. Цифрою 2.

15. Якою цифрою закінчується число 2016 + 1620 ?
Відповідь. Цифрою 6.

16. Скільки існує п’ятизначних чисел, які починаються з 2016 і діляться на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 і 9 ?

Відповідь. Одне число: 20160.
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7 клас
1. Чи ділиться число  72016 – 2016 на 5 ?

Розв’язання

72016 – 2016 = 74·504 – 2016 = (2401)504 – 2016.

2401п – закінчується цифрою 1. Відповідно число 2401504 - 2016 закінчується на 5. Тому 72016 – 2016 закінчується цифрою 5, а отже, ділиться на 5.

Відповідь. Ділиться.
2. Довести, що число 92016- 1 не ділиться на 100. 

Доведення

Доведемо, що друга цифра числа92016- 1 не нуль, тобто, що число 92016 не закінчується цифрами 01.

Відомо, що останні дві цифри добутку визначаються останніми двома цифрами множників. Випишемо останні дві цифри перших одинадцяти степенів дев’ятки:
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	09
	81
	29
	61
	49
	41
	69
	21
	89
	01
	09


Оскільки 911 закінчується тими самими цифрами, що й 91, то надалі піднесення дев’ятки до степеня ця послідовність буде періодично повторюватися з періодом 10. Отже, останні дві цифри числа 92016  такі самі, як і в числа 96, тобто 41, а число 92016- 1 закінчується на 40, тобто одним нулем.
3.  Яке найбільше від’ємне число можна отримати шляхом розстановки знаків «+» і «-» між числами 1; 2; 3; 4; …; 2014; 2015; 2016 ?

Розв’язання

Очевидно, що результат буде цілим числом, причому парним (1008 парних чисел і 1008 непарних).

Якщо в четвірці чисел п, п + 1, п + 2, п + 3 розставити знаки таким чином:

п – (п + 1) – (п + 2) + (п + 3), то в сумі вийде 0. Розставимо таким способом знаки в четвірках: (5; 6; 7; 8), (9; 10; 11; 12), …, (2013; 2014; 2015; 2016), а між четвірками поставимо знаки «+». Значення такої суми дорівнює 0. Залишається поставити знаки «+» і «-» між числами 1, 2 3 і 4. Маємо 1 - 2 + 3  - 4 = -2.

Отже, значення всього виразу дорівнює -2.

Відповідь. -2.

4. Знайти всі корені рівняння: | х – 2015 | = 2016.
Відповідь. -1 і 4031.
5.Розв’язати рівняння: [image: image13.png]x4
2



=2016.
Розв’язання
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Відповідь. [image: image16.png]



6. Який кут утворюють стрілки годинника о 16 годині 20 хвилин?
Розв’язання

О 16 годині стрілки утворювали кут 120°. Через 20 хвилин хвилинна стрілка займе місце годинної стрілки, а годинна пройде [image: image18.png]
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Тому кут між ними о 16 годині 20 хвилин становить 360° : 36 = 10°.

Відповідь. 10°.
7. Довести, що число 201615 + 2 не є квадратом іншого натурального числа.

Доведення
Оскільки будь-яке натуральне число, що закінчується цифрою 6, то число 
201615 + 2 закінчуватиметься цифрою 8. Але квадрат жодного натурального числа не може закінчуватися цифрою 8. Отже, число 201615 + 2 не є квадратом іншого натурального числа.
8. Знайти останню цифру числа 1620 – 2016.
Розв’язання

1620 = (165)4 = ((24)5)4 = (220)4 = (28 ∙ 212)4 = (28 ∙ (23)4)4 = (28 ∙ 84)4> (28 ∙ 54)4 =
= (44 ∙ 54)4 = (204)4 = 2016.
Далі маємо: 1620 – 2016 = …6 - …0 = 6.
Відповідь. 6.
9. Знайти дві останні цифри суми 20! + 16!.
Відповідь. …00.
10. Знайти останню цифру в десятковому записі числа S = 20162015 + 20162016.
Розв’язання

Оскільки 20162015 і 20162016 закінчуються цифрою 6, то їх сума закінчується цифрою 2.
Відповідь. 2.

11. В пробірці є 2015 червоних амеб, 2016 синіх амеб і 2017 зелених амеб. Дві амеби різних кольорів можуть зливатися в одну амебу третього кольору. Після декількох зливань в пробірці залишилась одна амеба. Якого вона кольору?
Розв’язання

Сумарна кількість амеб двох будь-яких кольорів при будь-якому зливанні зберігає свою парність (або зникає амеба одного кольору і з’являється амеба іншого кольору, або амеби двох кольорів зникають). Тому ні червона, ні зелена амеба в пробірці залишитися не можуть (бо тоді сума Ч + З стала б непарною, а на початку вона була парною).
Отже, в пробірці залишиться синя амеба (суми Ч + С і С + З були непарними).

Відповідь. Синього.
12. Маємо 2016 сірників. За один хід можна взяти будь-яку кількість від 1 до 5 сірників. Грають двоє. Програє той, хто не може зробити хід. Хто з двох гравців – перший чи другий, може забезпечити собі виграш?
Розв’язання

Стратегія другого гравця: доповнює ходи першого гравця до 6 сірників. Число 2016 ділиться націло на 6.

Відповідь. Другий гравець.

13. Двоє гравців грають таку гру: на столі лежить коробка сірників і вони по черзі беруть звідти сірники. За один хід дозволяється взяти від одного до десяти сірників. Виграє той, хто забере останній сірник. Хто виграє: той,хто починає гру чи його суперник, якщо в коробці 2016 сірників?
Розв’язання

Помічаємо, що число 2013 ділиться на 11. Перший гравець своїм першим ходом забирає 3 сірники і в коробці залишиться 2013 сірників. Оскільки 2013 ділиться на 11, то далі стратегія гри першого гравця така: якщо другий гравець забирає п сірників (1≤ п ≤10), то перший забирає (11 - п) сірників. Після цього загальна кількість сірників у коробці зменшиться на 11. Граючи в такий спосіб, перший гравець здобуде перемогу. 
Відповідь. Виграє перший гравець.
14. В трьох купках лежать предмети, по 2016 предметів у кожній. За 1 хід дозволяється взяти довільне число предметів, але тільки з однієї купки. Програє гравець, який не може зробити черговий хід. Хто виграє при правильній грі?
Розв’язання

Виграшна стратегія: 1) забрати всі предмети з однієї купки, тоді гра зводиться до гри «дві купки по 2016 предметів», в якій «перший» гравець стає другим.
В новій грі «першому» гравцю досить «грати симетрично»повторюючи ходи першого, але тільки в другій купці. Тоді після ходів другого гравця кількість предметів у купках стає рівною. 
Отже, ситуація, коли в обох купках не залишиться жодного предмета, настає після ходу другого, а, значить він виграє.

Відповідь. Виграє «перший» гравець.
15. Числа 22016 і 52016 записані одне за одним і утворюють нове число. Скільки цифр при цьому було використано?
Розв’язання

Нехай при десятковому записі числа 22016 було використано m цифр, а числа 52016 – n цифр, тобто 10m-1< 22016< 10m і 10n-1< 52016< 10n.
Тоді перемноживши дані нерівності, дістаємо m + n – 1 = 2016, звідки 

m + n = 2017.
Відповідь. 2017 цифр.
16. Визначити дві останні цифри числа 22016.
Розв’язання

Переформулюємо задачу інакше: «Знайти остачу від ділення числа 22016 на 100».
Знайдемо послідовно остачі від ділення на 100 чисел виду 2n. Вона має вигляд: 

2; 4; 8; 16; 32; 64; 28; 56; 12; 24; 48; 96; 92; 84; 68; 36; 72; 44; 88; 76; 52; 04; …
Бачимо, що починаючи з другої остачі 04 для n = 22, остачі від ділення повторюються з періодом 20.
Оскільки 2016 при діленні на 20 дає остачу 16, то останні дві цифри числа 22016 такі ж, як дві останні цифри числа 2n, тобто 3 і 6.
Відповідь. [image: image22.png]
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8 клас
1.  Довести, що число ( 22016 – 1 )( 22016 + 1 ) кратне 3.

Доведення

Із трьох послідовних натуральних чисел 22016 – 1,   22016 ,   22016 + 1 одне обов’язково кратне 3.   22016 не ділиться на 3. Отже, одне із двох чисел   22016 – 1  або   22016 + 1  ділиться на 3, а значить, і їх добуток ділиться на 3.

2. Знайти натуральні розв’язки рівняння а2b – 1 = 2016 ?

Розв’язання

Запишемо дане рівняння у вигляді а2b = 2017. Оскільки число 2017 – просте, то існує тільки один повний квадрат, що є дільником добутку 12 · 2017. 

Отже, 12 · 2017 – 1 = 2016.

Відповідь. а = 1, b = 2016.
3. Знайти остачу від ділення 92016 на 8.

Розв’язання

При діленні числа 9 на 8 маємо в остачі 1. Але 12016 = 1. Тому остача від ділення 92016 на 8 дорівнює 1.

Відповідь. 1.

4. Чи існує натуральне число, десятковий запис квадрата якого закінчується на 2016 ?

Розв’язання

Цифрою 6 закінчуються квадрати чисел, остання цифра яких 4 або 6, тобто чисел виду 10а + 4 або 10а – 4, де а
[image: image24.wmf]Î

N.
Оскільки (10а ± 4)2 = 100 а2 ± 80 а + 16, то число а закінчується цифрою 5. Але в цьому випадку в розряді сотень є непарна цифра, а в числі 2016 в розряді сотень є парна цифра 0.

Відповідь. ні, не існує.

5. Чи може сума цифр натурального числа, що є точним квадратом, дорівнювати 2016?

Розв’язання

Якщо сума цифр числа п2 (п
[image: image25.wmf]Î

N) дорівнює 2016, то вона ділиться на 3. Тоді п2 ділиться на 9. Число 2016 ділиться на 9. Тоді сума цифр може дорівнювати 2016.

Відповідь. Може.

6. Розв’язати рівняння х + у + ху = 2016 в цілих числах?

Розв’язання

х + у + х у + 1 = 2017;

х (1 + у) + (у + 1) = 2017;

(х + 1) (у + 1) = 2017;

2017 – просте число. Тому х = 0 і у = 2016 або х = 2016 і у = 0.

Відповідь. (0; 2016), (2016; 0).

7. Знайти таке натуральне число х, для якого х2 + 2016 є квадратом натурального числа.

Розв’язання

Нехай х2 + 2016 = у2, тоді у2 – х2 = 2016;

(у - х) (у + х) = 2016.

Число 2016 = 25 · 32 · 7, тому 
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2у = 1010;              2у = 508;           2у = 342;              2у = 260;

у1 = 505,               у2 = 254,            у3 = 171,               у4 = 130,

х1 = 503;               х2 = 500;          х3 = 165;                 х4 = 122;
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2у = 180;              2у = 158;           2у = 142;              2у = 130;

у5 = 90,            у6 = 79,        у7 = 71,            у8 = 65,

х5 = 78;           х6 = 65;        х7 = 55;        х8 = 47;
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2у = 100;              2у = 92;           2у = 90;

у9 = 50,            у10 = 46,            у11 = 45,

х9 = 22;             х10 = 10;        х11 = 3.

Відповідь. 3; 10; 22; 47; 55; 65; 78; 122; 165; 500; 503.
8. Знайти цифру десятків числа 20162016.
Розв’язання

Якщо відстежити дві останні цифри остач, то будемо мати таку послідовність: 16, 56, 96, 36, 76, а далі вони зациклюються. 2016 має при діленні на 5 остачу 1, то маємо остаточну відповідь 16.

Відповідь. цифра 1.

9. Знайти найбільший дільник числа 32016 + 6, який менший від цього числа.

Розв’язання

Помічаємо, що число дорівнює добутку свого найменшого дільника (відмінного від 1) на найбільший. Найменший дільник тут 3, бо 
32016 + 6 = 3 · (32015 + 2).

Отже, найбільший дільник 32015 + 2.

Відповідь. 32015 + 2.

10. Чи можна числа 1, 2, 3, … , 2015, 2016 записати  в такому порядку, щоб сума будь-яких двох чисел, які записані через одне число, ділилась без остачі на 7 ?

Розв’язання

Сума всіх натуральних чисел від 1 до 2016 не ділиться на 7. Тому не можна.

Відповідь. Не можна.

11. Числа 22016 і 52016 записані одне за одним. Скільки цифр має отримане таким чином число?
Розв’язання

22016 · 52016 = (2 · 5)2016 = 102016 = [image: image38.png]1000...0
2016 mndp



 . Отже число має 2017 цифр.

Відповідь. 2017 цифр.

12. На аркуші паперу розташовані 2016 точок, які є вершинами правильного 2016-кутника. Двоє гравців по черзі з’єднують ці точки відрізками. За один хід дозволяється з’єднати будь-які дві точки так, щоб проведені відрізки не перетиналися. Програє той, у кого немає ходу. Хто виграє при правильній грі: перший гравець чи його суперник?

Розв’язання

Кожна проведена діагональ збільшує на одиницю число многокутників, на які розбивається даний 2016-кутник, при цьому загальне число сторін цих многокутників збільшується на 2 (проведена діагональ називається двічі). Гра завершується, коли даний многокутник буде поділений на трикутник.

Якщо загальне число ходів становить х, то трикутників буде х + 1. Загальне число їх сторін дорівнює 3 (х + 1)2016 + 2х.

Дістаємо рівняння: 2016 + 2х = 3 (х + 1), тобто х = 2013.

Число ходів непарне, тому останній хід зробить перший гравець.

Відповідь. Виграє перший гравець.

13.Знайти такі п’ятицифрові числа-паліндроми, які діляться на 2016
Відповідь. 48384.
14.Знайти такі п’ятицифрові числа, які діляться на 2016, причому всі п’ять цифр різні? 

Відповідь. 52416; 64512; 74592; 78624; 84672; 92736; 94752.

15. Знайти останню цифру десяткового запису числа [image: image40.png]52014

2016201



.
Відповідь. 6. 

16. Перше число а, друге число b, третє число дорівнює різниці між другим і першим, четверте – різниці між третім і другим і т.д. Яке число стоїть на 2016-му місці?

Розв’язання

Послідовність чисел має вигляд: а, b, b – а, -а, -b, а – b, а, b, b - а, тобто періодична з періодом 6. 

Оскільки 2016 = 6 · 336, то на 2016-му місці стоїть число b - а.

Відповідь. b - а.
[image: image41.jpg]



9 клас
1. На дошці записані числа 1, 2, 3, …, 19, 20. Дозволяється будь-яку пару чисел х та у витерти, а замість них записати число х + у + 5ху. Чи можна наприкінці одержати число 2016?

Розв’язання

Сума всіх записаних спочатку чисел ділиться на 5, і ця властивість не змінюється під час виконання даної операції.
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Оскільки число 2016 на 5 не ділиться, то це число отримати неможливо.

Відповідь. Ні, не можна.

2.Довести, що число 201616 + 2 не є квадратом іншого натурального числа.

Доведення

Оскільки будь-яке натуральне число, що закінчується цифрою 6, в будь-якому натуральному степені закінчується цифрою 6, то число 201616 + 2 закінчуватиметься цифрою 8. Але квадрат жодного натурального число не може закінчуватися цифрою 8. Отже, число 201616 + 2 не є квадратом іншого натурального числа.

3. Знайти всі додатні розв’язки рівняння: х2015 + 20162016 = х2016 + 20162015.

Розв’язання

х2016 - х2015 = 20162016 - 20162015;

х2015 (х - 1) = 20162015 (2016 - 1);

1) х> 0,

2)  х – 1 > 0,   х > 1.
У лівій частині рівняння є добуток монотонних функцій (степеневої і лінійної). Отже, рівняння має один розв’язок, або немає зовсім розв’язків.

Відповідь. х = 2016.

4. Довести, що серед 2016 натуральних чисел знайдуться два такі, що їх різниця ділиться на 2015.
Доведення
При діленні числа на 2015 остача може дорівнювати 0, 1, 2, … , 2014 – всього 2015 різних варіантів. Тому, за принципом Діріхле, серед 2016 чисел знайдуться принаймні два, які дають однакову остачу при діленні на 2015, а їх різниця буде ділитися на 2015 без остачі.
5. Довести, що рівняння х у = 2016 (х + у) має розв’язки в цілих числах.
Доведення

Перетворимо рівняння до такого виду:
х у = 2016 (х + у);
х у – 2016 х – 2016 у = 0;

х у – 2016 х – 2016 у + 20162 = 20162;

х (у – 2016) – 2016 (у – 2016) = 20162;

(х – 2016) (у – 2016) = 20162.

Рівняння  має розв’язки, наприклад, х = у = 4032.

6. Відомо, що х і у – різні числа, причому (х – 2015) (х – 2016) =
= (у – 2015) (у – 2016). Якого значення може отримувати вираз х + у ?
Розв’язання

В даній рівності розкриємо дужки, перенесемо все в ліву частину, і розкладемо її на множники:
х2 – у2 – 4031 х + 4031 у = 0;

(х - у)(х + у) – 4031 (х - у) = 0;

(х - у)(х + у- 4031) = 0.

Оскільки х ≠ у, то х + у = 4031.

Відповідь. 4031.

7. Нехай х1 і х2– корені рівняння х2 + а х + а = 2016. При якому значенні а сума 

х12 + х22 буде найменшою?
Розв’язання

х12 + х22 = (х1 + х2)2 – 2 х1х2 = а2 – 2 (а - 2016) = а2 – 2 а + 4032 =
=а2 – 2 а + 1 + 4031 = (а - 1)2 + 4031.
Отже, найменше значення буде 4031 при а = 1.
Перевіримо, чи при а = 1 існують корені даного рівняння:

х2 + х + 1 = 2016;

х2 + х - 2015 = 0;

D = 1 + 4 ∙ 1 ∙ 2015;
D> 0.

Відповідь. При а = 1.
8. Чи може дискримінант квадратного рівняння з цілими коефіцієнтами дорівнювати 2016?
Розв’язання

У квадратному рівнянні  а х2 + bх + с = 0 дискримінант D = b2 – 4 ас. 

Маємо D = b2 – 4 ас = 2016.
Поділивши обидві частини рівняння на 4, дістанемо: k2 – а с = 504.

Дане рівняння має розв’язки в цілих числах, наприклад: а = 1, k =23, с = 25.
Рівняння  х2 +46 х + 25 = 0 має дискримінант D = 2116 – 4 ∙ 1 ∙ 25 = 2016.
Відповідь. Може.
9. Розв’язати рівняння 
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 - найбільше ціле число, яке не перевищує а.

Розв’язання

Нехай п ≤ х < п + 
[image: image45.wmf]2
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Z,Тоді п + 2п = 2016,3п = 2016,п= 672. 

Відповідь. 672≤ х <672,5.
10. Скількома нулями закінчується число, яке дорівнює добутку всіх натуральних чисел від 1 до 2016 включно?

Розв’язання

Кількість нулів, якими закінчується число N  = 1 · 2 · 3 · … · 2016, дорівнює кількості пар множників 2 і 5, які можна утворити після розкладу числа N на прості множники. Тому треба підрахувати, скільки разів множник 5 входить в такий розклад:
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= 403 + 80 + 16 + 3 = 502 рази.
Множників числа 2 буде ще більше. 

Відповідь. 502 нулі.

11. Розв’язати в натуральних числах (х; у) рівняння х у + у х = 2016.

Розв’язання

Нехай х ≤ у. При х = 1 маємо очевидний розв’язок у = 2015.

Далі вважаємо, що 2 ≤ х ≤ у. Оскільки 210 = 1024 < 2016 < 211 = 2048, 
36 = 729 < 2011 < 37 = 2187,              45 = 1024 < 2016 < 46 = 4096,
54 = 625 < 2011 < 55= 3125,               64 = 1296 < 2016 < 65 = 7776,

73 = 343 < 2011 < 74 = 2401,              83  =  512 < 2016 < 84 = 4096,

93 = 729 < 2011 < 94 = 6561,            103 = 1000 < 2016 < 104 = 10000.
Очевидно, що далі розглядати немає потреби. Таким чином, більше розв’язків немає, що випливає з таких співвідношень: 

210 + 102 = 1124 < 2016,  36 + 63 = 945 < 2016,  45 + 54 = 1649 < 2016, 

далі вже порушується умова 2 ≤ х ≤ у.
Відповідь. х = 1, у = 2010.

12. Чи є парною або непарною функція [image: image49.png]— &-2016)cosx
—oois



.
Розв’язання

Функція ні парна, ні непарна, бо область визначення не симетрична відносно нуля.
13. Знайти суму всіх цифр десяткового запису числа [image: image51.png]189 - 666...6
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.
Розв’язання

Зробимо такі перетворення: [image: image53.png]189 - 666...6
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2016 undp
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Отже, шукана сума цифр дорівнює 1 + 2 + 5 + 9 ∙ 2013 + 8 + 7 + 4 =
= 27 + 9 ∙ 2013 = 9 ∙ (3 + 2013) = 9 ∙ 2016 = 18144.

Відповідь. 18144.
14. Довести, що число 2013 ∙ 2015 ∙ 2017 ∙ 2019 + 16 є квадратом натурального числа.
Доведення

Нехай х = 2016, тоді дане число дорівнює: (х - 3) (х - 1) (х + 1) (х + 3) + 16 =
= (х2 - 9) (х2 - 1) + 16 = х4 – 10 х2 + 25 = (х2 - 5)2.

Отже, дане число дорівнює квадрату натурального числа 20162 – 5.
15. Із чисел від 1 до 2016 викреслюють усі, які діляться на 2 і не діляться на 5, а також усі, які діляться на 5 і не діляться на 2. Скільки чисел залишилося?
Розв’язання

Візьмемо перший десяток. У ньому викреслимо числа 2, 4, 5, 6, 8. Залишиться 5 чисел. І так в кожному десятку буде залишатися 5 чисел. Від 1 до 2010 маємо 201 десяток, тобто залишиться 201 ∙ 5 = 1005 чисел. Крім того, серед чисел від 2011 до 2016 залишаться числа 2011 і 2013, тобто ще два числа.
Отже, всього залишиться 1005 + 2 = 1007 чисел.

Відповідь. 1007 чисел.
16. Буратіно зарив на Полі Чудес золоту монету. Із неї виросло дерево, а на ньому – дві монети: срібна і золота. Срібну монету Буратіно заховав у кишеню, а золоту зарив, і знову виросло дерево … . Щоразу на дереві виростало дві монети: або дві золоті, або золота і срібна, або дві срібні. Срібні монети Буратіно складав у кишеню, а золоті закопував. Коли закопувати стало нічого, в кишені Буратіно було 2016 срібних монет. Скільки монет закопав Буратіно?
Розв’язання

Назвемо монету, з якої щось виросло – «матір’ю», а монету, яка виросла з деякої монети – «дитиною». Помічаємо, що «дітьми» є всі монети, крім першої, а кожна золота монета (і тільки вона) є «матір’ю». Оскільки в кожної «матері» - дві «дитини», то «дітей» - у 2 рази більше, ніж «матерів».

Нехайх – кількість золотих монет, а у – кількість срібних, тоді всього монет буде х + у, з яких «дітьми» є (х + у) – 1 монет, а «матерями» - х.
Маємо рівняння: (х + у) – 1 = 2 х;

х = у – 1, 

тобто кількість золотих монет менше від кількості срібних на 1. Отже, Буратіно закопав 2015 монет.

Відповідь. 2015 монет.
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