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Передмова 

Одним із прийомів підсилення інтересу до уроку математики є 

розвʼязування цікавих завдань. Традиційно в задачах учнівських олімпіад, 

конкурсів різного рівня деяким чином фігурує рік їх проведення. Школярів 

приваблює своєрідний колорит таких задач, їх «актуальність». Щороку такі 

тестові вправи пропонує, наприклад, конкурс «Кенгуру», а вчитель може 

складати власні, аналогічні до них. 

У пропонованій збірці нестандартних задач наведені яскраві й цікаві для 

учнів завдання, які розвивають математичне мислення, творчу уяву, інтуїцію, 

привчають дітей міркувати логічно, заохочують до творчого пошуку, 

розкривають здібності школяра, пов’язані з арифметичними уявленнями. 

Представлену збірку задач можна використовувати для роботи як із 

дітьми, що виявляють особливу цікавість до математики (разом із цим саме 

систематичне розв’язання задач, що подібні до наведених, таких дітей і 

виявляє), так і з учнями, які прагнуть проявити кмітливість. 

З допомогою пропонованої збірки можна ґрунтовно підготуватись до 

занять шкільного математичного гуртка, математичної олімпіади, 

допомагати учням при підготовці до міжнародного конкурсу «Кенгуру», 

прикрасити їх дозвілля цікавим логічним «тренажером» тощо. 

Задачі зі збірки доповнюють ті знання й уміння, які учні отримують, 

розв’язуючи стандартні задачі за програмою та вправи зі звичайного 

підручника математики. Разом із тим, розв’язання задач цієї збірки може 

викликати питання й проблеми, що їх доцільно буде потім проаналізувати на 

уроках математики. 

Батьки учнів можуть використовувати задачник для стимулювання 

інтересу своїх дітей до математики. І, певно, самі учні можуть його 

використовувати для творчої самоосвіти як із допомогою дорослих, так і 

цілком самостійно. 

До збірки входять відповіді та детальні розв’язання до всіх задач. 

Учителі, батьки, учні можуть використовувати ці зразки, а, за бажанням, 

можуть запропонувати й власні підходи до розв’язання тієї чи іншої задачі, 

відмінні від запропонованих автором. 

Мета цієї розробки – надати вчителям, учням конкретну допомогу в 

розвитку вміння розв’язувати задачі даного напрямку. До більшості задач дано 
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відповіді та повні їх розв’язання. Однак хочу попередити Вас, що читання 

розв’язань принесе малу користь, якщо перед цим Ви не витратите достатньо 

свого часу, спробувавши розв’язати задачу самостійно. 

В посібнику пропонуються нестандартні завдання з новорічного балу, які, 

на думку автора, поліпшують якість знань, розвивають пізнавальну діяльність 

та творчу ініціативу дітей. Це свого роду бенефіс числа 2019, де в кожній 

задачі воно виступає головною дійовою особою. Використання таких вправ 

сприятиме вихованню в учнів інтересу до вивчення математики, розвитку 

інтелектуальних здібностей та відкриттю творчого потенціалу школярів. 

Сподіваюся, що автори олімпіадних задач 2019 року також 

дотримуватимуться цієї тенденції. Своєрідна «новорічна порція» наведених 

задач дасть можливість погратись із числом 2019, що може стати корисним 

при підготовці до олімпіад та конкурсів з математики. 

Кожен блок складається із задач та розв’язків, вказівок та відповідей до 

них. Це дає можливість використовувати добірку й тим, хто навчатиметься 

цьому самостійно. 

Сподіваюся, що матеріали збірки Ви, шановні колеги, будете 

використовувати не тільки на шкільних олімпіадах, але й на щоденних уроках 

математики. Адже, як казав великий А. Ейнштейн, «вміє вчити той, хто 

вчить цікаво». Буду вдячний всім, хто запропонує свої зауваження щодо 

створення даної розробки. 

Бажаю в новому 2019-му році щастя, здоровʼя і щоб всі життєві задачі 

розвʼязувалися красиво і легко! 

З повагою Василь Серветник. 
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Але, перш ніж навести приклади задач, розглянемо деякі цікаві властивості 

числа 2019. 

Властивості числа 2019 

* Число 2019 є складеним, тобто його можна розкласти єдиним способом на 

прості множники: 2019=3 · 673. 

* Число 2019 можна подати єдиним способом у вигляді суми двох простих 

чисел: 2019 = 2+2017. 

* Число 2019 не можна подати у вигляді суми квадратів двох натуральних 

чисел. 

* Число 2019 можна подати у вигляді різниці квадратів двох натуральних 

чисел: 2019 = 338
2
 – 335

2
 = 1010

2
 – 1009

2
. 

* Число 2019 можна подати у вигляді суми квадратів трьох різних натуральних 

чисел чотирма способами:  

2019 = 1
2
+13

2
+43

2 
= 7

2
+17

2
+41

2
 = 11

2
 + 23

2
 + 37

2
 = 13

2
 + 25

2
 + 35

2
. 

* Представлення числа 2019 у вигляді суми двох послідовних натуральних 

чисел: 2019 = 2009 + 2010. 

* Число 2019 можна подати у вигляді суми трьох послідовних натуральних 

чисел так: 2019 = 672 + 673 + 674. 

* Число 2019 можна подати у вигляді суми шести послідовних натуральних 

чисел так: 2019 = 334 + 335 + 336 + 337 + 338 + 339. 

* Не можна отримати число 2019 у вигляді суми або різниці двох кубів. 

*       ⏟    
            

 – найменше натуральне число, сума цифр якого дорівнює 2019.  
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Тема 5.1. Натуральні числа 

5.1.1. Скільки різних чисел, більших ніж 10 і менших ніж 25, можна записати, 

використовуючи цифри 2, 0, 1 і 9 ? 

А: 4            Б: 5            В: 6           Г: 7           Д: 8. 

Відповідь. 4 числа (12, 19, 20 і 21). 

5.1.2. Як записати число 19 пʼятьма однаковими цифрами? 

Відповідь. 22-2-2:2=19, 4·4+4-4:4=19, 6+6+6+6:6=19. 

5.1.3. Як записати числа 2, 0, 1 і 9, використовуючи дані цифри, не змінюючи їх 

порядку? 

Відповідь. 2=2+0·19,   0=2·0·19,   1=20-19,   9=2·0·1+9. 

5.1.4. Скільки існує двоцифрових чисел, у запису яких використано тільки 

цифри 2, 0, 1, 9 (цифри не можуть повторюватися)? 

Розв’язання 

Умові задачі задовольняють числа: 10, 12, 19, 20, 21, 29, 90, 91, 92. 

Відповідь. 9 чисел. 

5.1.5. Записати всі трицифрові числа, для запису яких використовуються тільки 

цифри 2, 0, 1, 9 (цифри не можуть повторюватися). 

Відповідь. 18 чисел: 102, 109, 120, 129, 190, 192, 201, 209, 210, 219, 290, 291, 

901, 902, 910, 912, 920, 921. 

5.1.6. Записати всі можливі натуральні числа за допомогою цифр 2, 0, 1 і 9 в 

заданому порядку та знаків арифметичних дій і дужок. 

Відповідь. 

20 – 19 = 1,        2 + 0 · 19 = 2,        20 :·(1 + 9) = 2,       2 · 0 · 1 + 9 = 9, 

2 · 0 + 1 + 9 = 10,        2 + 0 - 1 + 9 = 10,        20 – 1 – 9 = 10,  

2 + 0 · 1 + 9 = 11,        2 + 0 + 1 + 9 = 12,       2 - 0 + 1 + 9 = 12, 

20 + 1 – 9 = 12,           2 · 0 + 19 = 19,              2 + 0 + 19 = 21, 

20 – 1 + 9 = 28,           20 + 1 + 9 = 30,            (2 + 0) · 19 = 38, 

20 + 19 = 39,               (20 – 1) · 9 = 171,         20 · 1 · 9 = 180, 

(20 + 1) · 9 = 189,        201 – 9 = 192,              201 + 9 = 210, 



7 
 

20 · 19 = 380,            201 · 9 = 1809. 

5.1.7. Яке з наведених чисел непарне? 

А: 2019       Б: 2 + 0 + 1 + 9         В: 201 – 9        Г: 20 х 19         Д: 201 + 9 

Відповідь. 2019. 

5.1.8. Яким буде перше після 2019 ціле число з тією самою сумою цифр? 

А: 2022            Б: 2028            В: 2109           Г: 2190           Д: 2200 

Розв’язання 

Сума цифр числа 2019 дорівнює 12. Серед відповідей з такою сумою цифр 

є числа 2028,  2109,  2190. Найменше з них є 2028.  

Відповідь. 2028. 

5.1.9. Де треба розмістити цифру 3 в числі 2019, щоб отримати найменше 

пʼятицифрове число? 

А: перед 2     Б: між 2 і 0     В: між 0 і 1     Г: між 1 і 9      Д: після 9. 

Відповідь. між 1 і 9. 

5.1.10. Компʼютер написав усі числа від 1 до 2019. Скільки цифр написав 

компʼютер? 

Розв’язання 

Одноцифрові числа займають 9 цифр, двоцифрові числа - 90·2=180 цифр, 

трицифрові числа - 900·3=2700 цифр, чотирицифрові числа від 1000 до 2019 

займають (2019-999)·4=1020·4=4080 цифр. 

Отже, компʼютер написав 9+180+2700+4080=6969 цифр. 

Відповідь. 6969 цифр. 

5.1.11. Записати всі можливі чотирицифрові числа, використовуючи тільки 

цифри 2, 0, 1, 9. 

Відповідь. 9 чисел (1029, 1209, 1290, 2019, 2091, 2109, 2190, 2901, 2910) 

5.1.12 . Запиши найменше шестизначне число, в запису якого беруть участь 

тільки цифри 2, 0, 1 і 9 (Кожна цифра записується не менше одного разу). 

Відповідь. 100029. 
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5.1.13. В числі 20192019 закреслити три цифри так, щоб число, яке утворене 

рештою цифр в тому самому порядку, було: а) найбільшим;  б) найменшим. 

Відповідь. 92019 – найбільше число, 12019 – найменше число. 

5.1.14. До числа 2019 дописати справа дві різні цифри, які не входять в дане 

число, і закреслити дві цифри так, щоб отримати найбільше число. Яке 

отримали число? 

Розв’язання. 2 0 1 9 8 7. 

Відповідь. 2987. 

5.1.15. Переставляючи цифри числа 2019, отримали всі можливі чотирицифрові 

числа, які розмістили у порядку зростання. Чому дорівнює найбільша 

різниця між двома сусідніми числами у цьому розміщенні? 

Розв’язання 

Маємо послідовність таких чисел: 1029, 1092, 2019, 2091, 2109, 2190, 

2901, 2910, 9012, 9021, 9102, 9120, 9201, 9210. Найбільшу різницю дають 

числа 9012 і 2910, що дорівнює 6102 (9012 – 2910 = 6102). 

Відповідь. 6102. 

5.1.16. Розглянемо число 20192019…, що складається з 2019 цифр. Трьома 

останніми цифрами цього числа є … 

Розв’язання 

У числі 20192019… можна виділити групи по 4 цифри 2019, що 

повторюються одна за одною. Оскільки число 2016 ділиться на 4, то на 

2016-му місці буде стояти остання цифра з вказаної четвірки, тобто 

цифра 9, на 2017-му місці – перша цифра з цієї четвірки, тобто 2, на 2018-

му місці – цифра 0, а на 2019-му місці – цифра 1. 

Відповідь. 201. 

5.1.17. Числа 1; 2; 3; … записані підряд. Яка цифра стоїть на 2019-му місці? 

Розв’язання 

Одноцифрові числа займають 9 місць, двоцифрові – 90 · 2 = 180 місць, а 

всього разом вони займають 189 місць. Решту 2019 – 189 = 1830 місць 
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займають цифри трицифрових чисел. Оскільки 1830 = 610 · 3, то 1830-ге 

місце займають цифри перших 610-и трицифрових чисел. Але 610-е 

трицифрове число є 709  

(610 + 99 = 709). 

Отже, шукана цифра дорівнює 9. 

Відповідь. 9. 

5.1.18. Виписані підряд всі парні числа: 2; 4; 6; 8; 10; 12; … Яка цифра стоїть на 

2019-му місці? 

Розв’язання 

Одноцифрові числа (2; 4; 6; 8) займають 4 місця. Двоцифрові числа (10; 

12; 14;…; 98) займають 45·2=90 місць. Всього вони займуть 4+90=94 місця. 

Трицифрові числа (100; 102; …; 998) займуть 450·3=1350 місць. Всього вони 

займуть 4+90+1350=1444 місць. Решту 2019-1444=575 місць займуть 

цифри чотирицифрових чисел. 

Оскільки 575=143·4+3, то 575 місць займають цифри перших 143 

чотирицифрових чисел і третя цифра 144-го чотирицифрового числа. Але 

143-є чотирицифрове число є 1286. Третя цифра числа 1288 є цифра 8. 

Відповідь. На 2019-му місці стоїть цифра 8. 

5.1.19. В ряд одне за одним записані всі натуральні числа від 1 до n. Для якого n 

записане число буде мати рівно 2019 цифр? 

Розв’язання 

Число 123…979899 має 9+2·90=189 цифр. Тому 2019=189+3(п-99); 

3(п-99)=1830;  п-99=610;   п=709. 

Відповідь. 705. 

5.1.20. В числі 20182019 закреслити п’ять цифр так, щоб число, яке утворене 

рештою цифр в тому самому порядку, було найбільшим;  б) найменшим. 

Відповідь. а) 829; б) 101. 

5.1.21. Є число 20192019…, яке складається з 2019 цифр. Знайти останню 

цифру цього числа. 
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Розв’язання 

У числі 20192019… можна виділити групи по 4 цифри 2, 0, 1, 9, які 

повторюються одна за одною. 

Оскільки 2019 : 4 = 504 (3 ост.), то на 2019-му місці стоїть третя 

цифра з вказаної четвірки, тобто цифра 1. Тому на 2019-му місці стоїть 

цифра 1 (третя цифра цієї четвірки). 

Відповідь. 1. 

5.1.22. Яка перша цифра у найменшому натуральному числі, в якому сума цифр 

дорівнює 2019? 

Розв’язання 

У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2019 повинно бути 

використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює  

224 + 1 = 225 цифр, бо 2019 : 9 = 224 (3 остача). 

Отже, шукане число складається із 224-х дев’яток і однієї трійки. Серед 

таких чисел найменшим є число, перша цифра якого дорівнює 3. 

Відповідь. 3. 

5.1.23. Всі натуральні числа із сумою цифр 2019 впорядкували в зростаючому 

порядку. Знайдіть третє число в цьому ряду. 

Розв’язання 

У найменшому натуральному числі із сумою цифр 2019 повинно бути 

використано найменшу можливу кількість цифр. Ця кількість дорівнює  

224 + 1 = 225 цифр, бо 2019 : 9 = 224 (3 остача). 
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Отже, найменше число складається із 224-х дев’яток і однієї трійки 

      ⏟    
         

. Наступне число із вказаною властивістю       ⏟  
         

, а третє 

число        ⏟  
         

. 

Відповідь.        ⏟  
         

. 

5.1.24. На нескінченній стрічці паперу виписані в порядку зростання всі 

натуральні  числа з сумою цифр 2019.яке число написано на 225-му місці? 

Розв’язання 

Оскільки 2019=224·9+3, то найменше число із сумою цифр 2019 дорівнює 

      ⏟    
         

. В цьому числі 225 цифр. Розглянемо 225-цифрові числа, в яких 

старша цифра четвірка, а інші цифри – девʼятки, за виключенням однієї 

вісімки. Найбільшим серед цих чисел є число       ⏟     
         

. 

Відповідь.       ⏟     
         

. 

5.1.25. Знайти найбільше п’ятизначне число, яке націло ділиться на 2019, всі 

цифри якого різні. 

Розв’язання 

Оскільки 2019 · 50 = 100950, то другий множник менший від 50. Далі 

методом перебору визначаємо: 

2019 · 49 = 98931, 2019 · 48 = 96912, 2019 · 47 = 94893, 2019 · 46 = 92874. 

Останній результат задовольняє умову задачі. 

Відповідь. 92874. 

5.1.26. Андрійко виписав всі натуральні числа від 1 до 2019. На скільки більше 

він написав одиниць, ніж двійок? 
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Розв’язання 

Спочатку полічимо загальне число одиниць.  

Цифра 1 у першій сотні (від 1 до 99) зустрічається: в розряді одиниць 10 

разів (у числах 1, 11, 21, 31 і т.д. до 99), в розряді десятків – 10 разів (у 

числах від 10 до 19). Всього 10+10=20 разів.  

Далі йдуть тризначні числа. Всього серед тризначних чисел є 10 десятків. 

Маємо в розряді сотень 100 разів (у числах від 100 до 1000), а в розряді 

десятків і одиниць 10·20=200 разів. Всього 100+200=300 разів. 

Серед чотиризначних чисел від 1000 до 1999 одиниця зустрічається: в 

розряді тисяч – 1000 разів у кожному числі, в решті розрядах – 300 разів. 

Всього 1000+300=1300 разів. 

Серед чисел від 2000 до 2019 одиниця зустрічається 2 рази в розряді 

одиниць (2001 і 2011) і 10 разів у розряді десятків (від 2010 до 2019). Всього 

2+10=12 разів. 

Таким чином, всього в числах від 1 до 2019 одиниці зустрічаються 

300+1300+12=1612 разів. 

Полічимо тепер загальне число двійок. В числах від 1 до 1999 двійки 

зустрічаються так само як одиниці в усіх розрядах, крім розряду тисяч. 

Двійка зустрічається 300+300=600 разів. 

Серед чисел від 2000 до 2019 двійка зустрічається: в розряді тисяч 20 

разів, а в розряді одиниць 2 рази. Всього 20+2=22 рази. 

Всього в числах від 1 до 2019 двійки зустрічаються 600+22=622 рази. 

Отже, одиниць всього 1612, а двійок – 622. Тому одиниць більше, ніж 

двійок на 1612-622=990. 

Відповідь. на 990. 

5.1.27. Назвемо натуральне число симетричним, якщо число, яке записане тими 

ж цифрами, але в зворотному порядку, співпадає з даним. Знайти всі 

симетричні числа, які при додаванні до них числа 2019 залишаються 

симетричними. 

Розв’язання 



13 
 

Перебором переконуємося, що серед одноцифрових і двоцифрових чисел не 

підходить жодне.  

Якщо число трицифрове, то остання цифра суми цього числа і числа 

2019 дорівнює 2, то симетричне число хх...  виконується при х = 3. 

Число 33у  + 2019 = 2 … 2. Маємо 313 + 2019 = 2332. 

Для чотирицифрових чисел теж не підходить жодне. 

Відповідь. 313. 

5.1.28. В кожен рядок та в кожен стовпчик таблиці потрібно записати числа 2, 0, 

1 9. Частина клітинок таблиці вже заповнена. Заповніть решту клітинок. 

2 0 1 9 

0    

1  2  

9   2 

Відповідь.  

2 0 1 9 

0 2 9 1 

1 9 2 0 

9 1 0 2 

 

Тема 2. Додавання і віднімання натуральних чисел 

5.2.1.    2+0+1+9+20-1-9=? 

А: 4            Б: 9            В: 11           Г: 22           Д: 38. 

Відповідь. 22. 

5.2.2.    20+1+9=10+*. Тоді * це … 

А: 6            Б: 8            В: 10           Г: 18           Д: 20. 
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Відповідь. 10. 

5.2.3. Сума цифр числа 201+19-9 дорівнює: 

А: 4            Б: 9            В: 11           Г: 20           Д: 201. 

Відповідь. 4. 

5.2.4. Якщо до числа праворуч дописати @, то воно збільшиться на 1, а якщо 

ліворуч, то зменшиться на 1. Наприклад 3@=4, @3=2. Обчисліть: 

@2+0@+@1+9@. 

А: 9            Б: 10            В: 11           Г: 12           Д: 13. 

Відповідь. 12 

5.2.5. Всі зірочки в рівності   2*0*1*9*2*0*1*9*2*0*1*9=0   замінили або на 

«+», або на «-» так, що рівність стала правильною. Яку найменшу кількість 

зірочок можна замінити на «+»? 

А: 7            Б: 8            В: 9           Г: 10           Д: 11. 

Відповідь. 9. 

5.2.6. Сума трьох непарних чисел дорівнює 19. Записати ці числа в порядку 

зростання, якщо відомо, що доданки не рівні між собою. 

Відповідь.  1 + 3 + 15 = 19;    1 + 5 + 13 = 19;   3 + 5 + 11 = 19. 

5.2.7. Обчислити:     2019 – 201 - 20 + 2. 

А: 1788            Б: 1800            В: 1828           Г: 1832           Д: 2232 

Відповідь. 1800. 

5.2.8. В якому із прикладів результат буде найбільшим? 

А: 201+920+19            Б: 20+19+20+19            В: 2019+2019            

Г: 2+0+1+9+2+0+1+9           Д: 20+1920+19. 

Відповідь. У прикладі В (4038) 

5.2.9. Петрик додав сім чисел і отримав у сумі 2019. Одним із доданків є число 

201. Марійка змінила його на 102 і обчислила суму семи отриманих чисел. 

Яку відповідь отримала Марійка? 

А: 1819            Б: 1919            В: 1920           Г: 2019           Д: 2120. 
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Відповідь. 1920. 

5.2.10. Із скількох доданків з різною кількістю цифр можна утворити число 

2019? 

Відповідь. Чотири доданки, наприклад, 1800+199+10+9=2019. 

5.2.11. Розвʼяжіть арифметичний ребус: 

 

Відповідь. 1819+181+18+1=2019. 

5.2.12. Розвʼяжіть ребус, у якому різними літерами позначено різні цифри, а 

однаковими – однакові, причому В, Г і Д – послідовні числа і В<Г<Д: 

 

Відповідь. 672+673+674=2019. 

5.2.13. В прикладі на додавання двох чисел перший доданок менший за суму на 

2000, а сума більша за другий доданок на 19. Відновити приклад. 

Розв’язання 

Нехай а і b – невідомі доданки і с – їх сума. Тоді с – а = 2000 і с – b = 19. 

Звідси с = а + 2000 і с = b + 19. Далі маємо 2с = а + b + 2019. 

Відповідь. 19 + 2000 = 2019. 

5.2.14. У вершинах трикутника записані три числа. Відомо, що суми сусідніх 

чисел дорівнюють 2019, 2020, 2021. Знайти ці числа. 
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Відповідь. 1009, 1010, 1011. 

5.2.15. Усі чотирицифрові числа, що записуються за допомогою цифр 2, 0, 1, 9, 

виписали в ряд у порядку зростання. Чому дорівнює різниця між двома 

числами, що стоять після і до числа 2019 у виписаному ряді? 

Розв’язання 

2091-1920=171. 

Відповідь. 171. 

5.2.16. До деякого числа додали суму його цифр і отримали 2019. Наведіть 

приклад такого числа. 

Розв’язання 

Нехай S(N) – сума цифр натурального числа N. За умовою N+ S(N)=2019. 

Очевидно, шукане N – чотиризначне число.      N=1000а+100b+10с+d.  

Тоді N+ S(N)=2019,   

1000а+100b+10с+d+а+b+с+d=2019, 

1001а+101b+11с+2d=2019. 

Можливі два випадки: 

1) а=1, тоді 1001+101b+11с+2d=2019,   101b+11с+2d=1018, звідси b=9. 

Маємо 909+11с+2d=1018,  11с+2d=109, тоді с=9. Отримали 

99+2d=109, звідси d=5. Отже, N=1995. 

2) а=2. Тоді 2002+101b+11с+2d=2019,   101b+11с+2d=17, звідси b=0, 

тоді 11с+2d=17, звідси с=1, тоді 11+2d=17, звідси d=3.  Отже, N=2013. 

Перевіримо: 1995+24=2019,  2013+6=2019.  

Відповідь. 1995; 2013. 
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5.2.17. Як зміниться 2019-цифрове число, чотири останні цифри якого 2019, 

якщо дві останні цифри числа поміняти місцями? 

Розв’язання 

2091-2019=72. 

Відповідь. Збільшиться на 72. 

5.2.18. Обчисліть 20192019 · 202020202020 – 20202020 · 201920192019. 

Розв’язання. 

Розклавши числа на множники, одержимо  

2019·10001·2020·100010001-2020·10001·2019·100010001=0. 

Відповідь. 0. 

5.2.19. Вставте замість зірочки число, щоб рівність була правильною: 

1) 2019=20+19+*; 2) 2019=20+201+19+*. 

Відповідь. 1) 1980; 2) 1779. 

5.2.20. Чи можна число 2019 поділити на два доданки так, щоб один з них 

ділився на 20, а другий – на 19? 

Відповідь. Так, наприклад, 2019=1620+399. 

5.2.21. Сума натуральних чисел дорівнює 2019. Якщо один з доданків, що 

дорівнює 201, змінити на 102, то нова сума дорівнюватиме … 

Розв’язання 

Сума зменшиться на 201-102=99. Тоді 2019-99=1920. 

Відповідь. 1920. 

 



18 
 

Тема 3. Кут 

5.3.1. Як, використовуючи шаблон кута, градусна міра якого 19°, побудувати 

кут, градусна міра якого дорівнює 20°? 

Розв’язання 

Від променя відкладаємо 20 разів кути по 19°. Маємо 380°, тобто повний 

кут плюс кут 20°. 

 

Тема 4. Рівняння. Многокутники 

5.4.1. Число закінчується цифрою 3. Якщо цю цифру відкинути і від першого 

числа відняти отримане число, то дістанемо 2019. Знайти початкове число. 

Розв’язання 

Нехай отримане число (від’ємник) дорівнює х, тоді початкове число 10х + 

3. Маємо рівняння: 10х + 3 – х = 2019;  9х = 2016;  х = 224. 

Відповідь. 2243. 

5.4.2. Сума двох послідовних натуральних чисел дорівнює 2019. Знайдіть ці 

числа. 

Розв’язання 

Нехай х – менше з цих чисел. Маємо рівняння: х+(х+1)=2019. 

Звідси х=1009, тоді х+1=1010. 

Відповідь. 1009 і 1010. 

5.4.3. Сума трьох послідовних натуральних чисел дорівнює 2019. Знайдіть 

найбільше з цих чисел. 

Розв’язання 

Нехай х – найменше з цих чисел. Маємо рівняння: х+(х+1)+(х+2)=2019. 

Звідси х=672, тоді х+2=672+2=674. 

Відповідь. 674. 
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5.4.4. Сума шести послідовних натуральних чисел дорівнює 2019. Знайдіть 

найменше з цих чисел. 

Розв’язання 

Нехай х – найменше з цих чисел. Маємо рівняння: 

 х+(х+1)+(х+2)+(х+3)+(х+4)+(х+5)=2019. 

Звідси х=334. 

Відповідь. 334. 

5.4.5. Одна сторона трикутника дорівнює 20см, а друга – 19см. Яких значень 

може набувати третя сторона трикутника? 

Розв’язання 

Згідно нерівності трикутника маємо: х+19>20 і х<20+19, звідки х>1 і 

х<39. 

Відповідь. 1<х<39. 

5.4.6. Трикутник розрізали на дві частини прямолінійним розрізом, одну з 

отриманих частин знову розрізали на дві частини і т.д. Яке найменше число 

розрізів треба виконати, щоб загальна кількість вершин в отриманих 

многокутниках дорівнювала 2019? 

Розв’язання 

Трикутник можна розрізати прямою так, щоб пряма проходила через 

одну вершину трикутника або так, щоб пряма не проходила ні через жодну з 

вершин. В першому випадку загальна кількість вершин збільшується на 3, а в 

другому на 4. Тому доцільно розрізати трикутник так, щоб пряма не 

проходила через вершину. 

Для чотирикутника (чи довільного многокутника), крім названих випадків, 

можливий ще випадок, якщо пряма проходить через дві його вершини. В 

цьому випадку загальна кількість вершин збільшується на 2. 

Отже, одним розрізом можна дістати найбільше 4 нові вершини. 

Оскільки 2019=3+504·4, то зрозумілий оптимальний варіант: треба 504 

рази виконати розрізи, які не проходять через вершини. 

Відповідь. 504 розрізи. 

5.4.7. Олег має 2019 однакових квадратиків. Складаючи їх сторона до сторони, 

він утворює суцільний прямокутник. Скільки різних прямокутників можна 

утворити таким чином? 
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Розв’язання 

2019 = 1 · 2019 = 3 · 673, тому з 2019 кубиків ми можемо утворити два 

прямокутники розмірами 1х2019 або 3х673. 

Відповідь. Два. 

5.4.8. Чи можна із 2019 квадратних плиток скласти замкнену ламану? 

Розв’язання 

Припустимо, що із 2019 квадратних плиток можна скласти замкнену 

ламану. При прикладанні однієї плитки до другої їх сторони залишаються 

паралельними фіксованим перпендикулярним прямим. Виберемо на цих 

прямих по одному напрямку і назвемо їх напрямками «вгору» і «вправо», а 

відповідні протилежні напрямки – «вниз» і «вліво». 

Виберемо довільну плитку і почнемо рухатися від неї а кроків «вгору», b 

кроків «вниз», с кроків «вправо», d кроків «вліво» і повернемося після цього в 

дану плитку. Оскільки із 2019 плиток складена замкнена ламана, то при 

цьому буде зроблено а+b+с+d=2019 кроків. 

Крім того, кількість кроків у протилежних напрямках повинні співпадати, 

бо ми повернулися в дану плитку. Тому а=b і с=d. Ця рівність неможлива, бо 

2019 – число непарне. Отже, 2019 кліток не можуть утворити замкнену 

ламану. 

5.4.9. Клітчастий прямокутник 201 х 9 розрізано по межах кліток на дві 

частини. Яка найбільша сума периметрів може вийти у цих частин ? 

Розв’язання. 
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Р = 2·9 +2·201+2·(201+200·7) =2·(9+201+201+1400)=2·1811=3622. 

Відповідь. 3622. 

 

Тема 5. Множення і ділення натуральних чисел 

5.5.1. Чому дорівнює значення виразу: (20+19) (20-19) ? 

А: 19            Б: 20            В: 39           Г: 1           Д: 38. 

Відповідь. 39. 

5.5.2. Значення якого з поданих виразів є найбільшим? 

А: 2+0+1·9      Б: 2·0·1·9     В: 2·0+1·9      Г: 2·(0+1)·9      Д: (2+0)·(1+9). 

Відповідь. 20. 

5.5.3. Кожну зірочку в рівності   2*0*1*9*2*0*1*9*2*0*1*9=0   треба замінити 

або на «+», або на «·» так, щоб рівність була правильною. Яку найменшу 

кількість зірочок можна замінити на «·»? 

А: 7            Б: 8            В: 9           Г: 10           Д: 11. 

Відповідь. 11 

5.5.4. Петя задумав число. Спочатку він додав до нього 1, потім отриману суму 

помножив на 2, а потім відняв 5. Вийшло 19. Яке число він задумав? 

Розв’язання 

Після віднімання 5 вийшло 19, тому до віднімання було 24. Число 24 

вийшло шляхом множення деякого числа на 2, тому до цього було 12. А воно в 

свою чергу було отримано додаванням до вихідного числа 1, тобто спочатку 

було число 11. 

Відповідь. 11. 

5.5.5. 201 · 9 + 201+9 = ? 

А: 418            Б: 1909            В: 2019           Г: 4018           Д: 20019. 

Відповідь. 2019 

5.5.6. Частка від ділення 20192019 на 2019 дорівнює : 
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А: 11          Б: 101            В: 1001               Г: 10001 

Д: числу, відмінному від запропонованих. 

Розв’язання 

20192019 : 2019 = 10001. 

Відповідь. 10001. 

5.5.7. Обчислити:   201920192019 · 2018 – 201820182018 · 2019. 

А: 0            Б: 1            В: 2           Г: 3           Д: 4 

Розв’язання 

201920192019 · 2018 – 201820182018 · 2019 = 2019 · 2018 (100010001 - 

100010001) = 0. 

Відповідь. 0. 

5.5.8. Порівняйте числа:  

А=2018·20192019·202020202020 і В=2020·20182018·201920192019. 

Розв’язання 

А=2018·20192019·202020202020=2018·2019·10001·2020·100010001; 

В=2020·20182018·201920192019=2020·2019·10001·2018·100010001. 

Отже, А=В. 

Відповідь. А=В. 

5.5.9. Якщо сума 2018-ти натуральних чисел дорівнює 2019, то їх добуток 

дорівнює …. 

А: 1            Б: 2            В: 2018           Г: 2019           Д: неможливо визначити 

Розв’язання 

       ⏟        
            

       - сума;          1·1·…·1·2=2 - добуток. 

Відповідь. 2. 

5.5.10. Добуток 2019 натуральних чисел дорівнює 105, а їх сума – 2031. Чому 

дорівнює найбільше з цих чисел? 
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А: 7            Б: 15            В: 21           Г: 35           Д: 105 

Розв’язання 

       ⏟      
            

          - добуток; 

1+1+…+1+3+5+7=2031 - сума. 

Найбільше число 7. 

Відповідь. 7. 

5.5.11. На дошці було записано арифметичний вираз, значення якого 

дорівнювало 2018. Вовочка поміняв у цьому виразі два знаки дій місцями, і 

значення виразу стало дорівнювати 2019. Покажіть, як це могло статися. 

Відповідь. 2013+1·2+3=2018,  

2013+1+2·3=2019. 

5.5.12. У виразі 2019 – 201 · 9 + 20 · 19 розставити дужки так, щоб значення 

виразу виявилось найбільшим. 

Відповідь.  ((2019 – 201) · 9 + 20) ·  19 = 311258.  

5.5.13. Розставити в записі 16733 знаки арифметичних дій так, щоб отриманий 

вираз дорівнював 2019. 

Відповідь. 1 · 673 · 3 = 2019. 

5.5.14. Чи буде сума чисел 1+2+3+…+2019 ділитися на 2019? 

Розв’язання 

Подамо дану суму у вигляді таких доданків: 

(1+2018)+(2+2017)+…+(1009+1010)+2019. 

Оскільки кожний доданок ділиться на 2019, то й вся сума буде ділитися 

на 2019. 

Відповідь. Буде. 

5.5.15. Добуток трьох різних натуральних чисел дорівнює 2019. Чому дорівнює 

сума цих чисел ? 

Розв’язання 

1 · 3 · 673 = 2019,  1 + 3 + 673 = 677. 
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Відповідь. 677. 

5.5.16. Числа а і b – натуральні, причому а + b = 200. Чи правильна рівність  

7 а + 15 b = 2019 ? 

Розв’язання 

7 а + 15 b = 7 (а + b) + 8b = 7 · 200 + 8 b = 1400 + 8 b. Одержали парне 

число. А число 2019 непарне. Отже, рівність 7 а + 15 b = 2019 при 

натуральних значеннях а і b неправильна.  

Відповідь. Неправильна. 

5.5.17. Скільки є чотиризначних чисел, що діляться на 19, а дві середні цифри в 

них 20? 

Відповідь. Чотири числа: 2204, 5206, 7201, 8208. 

5.5.18. Знайти найменше шестицифрове число, яке ділиться на 2019 без остачі. 

Розв’язання 

Число 100000 (найменше шестицифрове число) при діленні на 2019 дає 

остачу 1069. Тоді число, яке на 950 більше за 100000, дає шукану відповідь. 

Перевіримо: 100950 : 2019 = 50. 

Відповідь. 100950. 

5.5.19. Знайти найменше натуральне число, яке починається на 19, ділиться на 

19 і має суму цифр, що дорівнює 19. 

Відповідь. 19171. 

5.5.20. Натуральні числа х, у та z задовольняють умови х у = 20 і у z = 19. Чому 

дорівнює х z? 

Розв’язання 

Число 19 = 1 · 19, число 20 = 1 · 20 = 2 · 10 = 4 · 5.  Звідки х = 20, у = 1, z = 

19. Тоді х z = 20 · 19 = 380. 

Відповідь. 380. 
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5.5.21. На довгій стрічці записані цифри 201920192019… Петрик вирізав 

ножицями два шматки стрічки різної довжини і утворив з них додатне 

число, яке ділиться на 11. Наведіть приклад таких шматків і запишіть число, 

яке утворилося з них. 

Розв’язання 

Можливі випадки: вирізати шматки 2 і 20 та утворити з них число 220, 

яке ділиться на 11.  

Відповідь. 2 і 20, число 220. 

5.5.22. Четверо друзів помітили, що якщо вони складуть свої заощадження без 

першого, то зберуть 2019грн, без другого – 2020грн, без третього – 2021грн, 

без четвертого – 2022грн. Скільки в кого грошей? 

Розв’язання 

Всього грошей у друзів (2019+2020+2021+2022):3=8082:3=2694 гривень. 

Тому в першого було 2694-2019=675грн, у другого 2694-2020=674грн, у 

третього 2694-2021=673грн, а в четвертого 2694-2022=672грн. 

Відповідь. У першого 675грн, в другого 674грн, в третього 673грн, у 

четвертого 672грн. 

5.5.23. Доведіть, що серед будь-яких 2019 натуральних чисел можна вибрати 

два, різниця яких ділиться на 2018. 

Доведення 

При діленні на 2018 можливі 2018 різних остач: 0; 1; 2; … ; 2017. А ми 

маємо 2019 чисел, серед яких хоча б у двох остачі будуть рівними, тому їх 

різниця ділиться на 2018. 

5.5.24. У Андрійка є калькулятор, який дозволяє помножити число на 3, додати 

до числа 3 або (якщо число ділиться на 3) ділити одержане число на 3. Як на 

такому калькуляторі, скориставшись усіма його діями із числа 19 отримати 

число 2019?  

Відповідь.                   ⏟        
            

     . 

5.5.25. Чи може натуральне число після закреслення його першої цифри 

зменшитися в 2019 разів? 
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Розв’язання 

Нехай число        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  після закреслення першої цифри зменшується в 2019 

разів, тоді        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  або               ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅       

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  тобто                    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  Звідки                 

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  З останньої рівності випливає, що а1 повинно ділитися на 1009, що 

неможливо, оскільки а1 – відмінне від 0 одноцифрове число. 

Відповідь. Не може. 

 

Тема 6. Квадрат і куб числа 

5.6.1. Представити число 2019 у вигляді суми квадратів трьох натуральних 

чисел. 

Відповідь. 2019=1
2
+13

2
+43

2
; 2019=7

2
+17

2
+41

2
; 

2019=11
2
+23

2
+37

2
; 2019=13

2
+25

2
+35

2
. 

5.6.2. Знайдіть найменше натуральне число, десятковий запис квадрата якого 

починається цифрами 20, а закінчується цифрами 19. 

Розв’язання 

Такого числа не існує, бо в розряді десятків повинна бути парна цифра. 

5.6.3. Знайти суму кубів цифр числа 2019. 

Розв’язання 

2
3
 +0

3
 +1

3
 + 9

3
 = 8 + 0 + 1 + 729 = 738. 

Відповідь. 738. 

 

Тема 7. Ділення з остачею. Площа прямокутника і 

квадрата 
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5.7.1. Яке найменше натуральне число при діленні і на 19, і на 2019 дає остачу 

1? 

Розв’язання 

19 · 2019 + 1 = 38361 + 1 = 38362. 

Відповідь. 38362. 

5.7.2. Яка остача від ділення числа 100…0 (одиниця із 2019-ма нулями) на 15? 

Відповідь. 10. 

5.7.3. Андрійко рве газету на 8 частин, після чого одну із одержаних частин рве 

ще на 8 частин, і т.д. Чи зможе він у такий спосіб розірвати газету на 2019 

частин? 

Розв’язання 

Після кожного кроку число частин збільшується на 7, тобто після п 

кроків буде    1 + 7п частин. Рівняння 1 + 7п = 2019 цілих коренів не має (7п 

= 2018; а число 2018 на 7 не ділиться). Тому не зможе.         

Відповідь. Ні, не зможе. 

5.7.4. Маємо 5 шматочків тканини для карнавального костюма. Деякі з них 

розрізали на 5 клаптиків кожний. Деякі з них знову поділили на 5 частин і 

так далі. Чи можна таким чином одержати 2019 клаптиків, щоб потім 

пошити з них карнавальний костюм?  

Розв’язання 

Оскільки кожного разу кількість клаптиків збільшується на 4п, то ми 

діставатимемо лише числа виду 4п + 1. А число 2019 є числом виду 4п + 3 

(бо 2019 = 4 · 504 + 3). 

Отже, карнавальний костюм не буде пошитий, оскільки не можна 

одержати 2019 клаптиків. 

Відповідь. Не можна. 
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5.7.5. 7 аркушів паперу розрізали на 5 частин, потім деякі аркуші із загальної 

купи знову розрізали на 5 частин і т.д. Коли підрахували, то вийшло 2019 

шматків паперу. Чи правильно зроблено підрахунок?  

Розв’язання 

Кожне розрізання збільшує кількість клаптиків паперу на 4. Тому після п 

розрізань дістанемо 7+ 4п=2019, звідки п=503. 

Отже, підрахунок зроблено правильно. 

Відповідь. Правильно. 

5.7.6. Смужку паперу розірвали на 19 частин, потім одну з частинок розірвали 

ще на 19 частин, потім продовжили таку ж операцію далі. Чи може на 

деякому етапі загальна сума шматочків паперу дорівнювати 2019? 

Розв’язання 

Кожне розривання збільшує кількість клаптиків паперу на 4. Тому після п 

розривань дістанемо 19+18п=2019, звідки 18п=2000, п=2000/18 – не є 

натуральним числом. Отже, в результаті таких операцій не можна 

отримати 2019 шматочків паперу. 

Відповідь. Не може. 

5.7.7. Маємо пристрій, що дозволяє будь-який шматок дроту розрізати на 4 

шматки. Чи можна цим пристроєм зробити із даних 5 шматків дроту 2019 

шматків? 

Розв’язання 

Маємо рівняння: 5+3п=2019,  3п=2014. Число 2014 не ділиться на 3, тому 

не можна цього зробити. 

Відповідь. Не можна. 

5.7.8. Прямокутник розрізується на два многокутники. Потім один з них знову 

розрізується на дві частини і т.д. Операція розрізання многокутників 
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повторюється 672 рази. Після операції підрахунок показав, що одержані 

многокутники містять всього 2019 вершин (Вершина кожного многокутника 

рахується окремо). Чи правильно зроблено підрахунок? 

Розв’язання 

Розпочнемо із випадку, коли всі одержані многокутники є трикутниками.  

Після першого розрізування число вершин дорівнюватиме 3 + 1 · 3 = 6. 

Після другого – 3 + 2 · 3, після 672-го – 3 + 672 · 3 =2019. 

Якщо при розрізуванні появиться хоч один многокутник, відмінний від 

трикутника, то число вершин всіх одержаних многокутників буде більшим, 

ніж 2019 (переконайтесь в цьому, розрізавши даний прямокутник на два 

чотирикутники, або на п’ятикутники і трикутники і т.д.). 

Отже, підрахунок проведено правильно. 

Відповідь. Правильно. 

5.7.9. Прямокутник 2019х9 розбито на одиничні квадратики. Зовнішній шар 

клітин товщиною у 1 клітину цього прямокутника пофарбовано у жовтий 

колір, шар клітин товщиною у 1 клітину, що межує із зовнішнім шаром, 

пофарбовано у блакитний колір. Наступний шар клітин, що межує з 

блакитним, пофарбовано у жовтий колір і так далі. Знайдіть кількість 

жовтих та блакитних клітин у цьому прямокутнику. 

Розв’язання 

Виділимо зовнішні шари кожного кольору послідовно: 

2019х9 – жовтий, 2017х7 – блакитний, 

2015х5 – жовтий, 2013х3 – блакитний, 

2011х1 – жовтий. 

Далі просто через різницю відповідних площ зовнішніх прямокутників та 

внутрішніх обчислимо відповідні значення. Почнемо знизу. 



30 
 

Жовтих: 2011·1=2011.             Блакитних: 2013·3-2011·1=6039-2011=4028. 

Жовтих: 2015·5-2013·3=4036. Блакитних: 2017·7-2015·5=4044. 

Жовтих: 2019·9=4052. 

Разом маємо: жовтих 2011+4036+4052=10099, блакитних 

4028+4044=8072. 

Відповідь. жовтих 10099, блакитних 8072. 

5.7.10. Миколка лічить пальці на руці від великого до мізинця і назад. Який 

палець виявиться 2019-им? 

Розв’язання. 

Великий Вказівний  Середній Безіменний Мізинець 

1 2 3 4 5 

9 8 7 6  

 10 11 12 13 

17 16 15 14  

 18 19 20 21 

25 24 23 22  

 26 27 28 29 

… … … … ... 

8п+1 8п 8п-1 8п-2  

 8п+2 8п+3 8п+4 8п+5 

Оскільки 2019 : 8 = 252 (ост. 3), то 2019-й палець є середнім. 

Відповідь. Середній палець. 

5.7.11. Прямокутник 2018х2019 розділено на клітинки розміром 1х1. Чи можна 

його розрізати на фігурки наведеного нижче вигляду?  

Розв’язання 
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Оскільки 2018 – число парне і 2019 ділиться на 3, то даний прямокутник 

можна спочатку розрізати на прямокутники розміром 2х3, кожний з яких 

легко розрізати на дві дані фігури. 

Відповідь. Можна. 

 

Тема 8. Куб. Прямокутний паралелепіпед 

5.8.1. У вершинах кубика розташовані числа, сума яких дорівнює 2019. Чи 

можна розташувати ці числа так, щоб сума чисел у вершинах при кожній 

грані кубика була менше 1000? 

Розв’язання 

Припустимо, що це можливо, тоді сума чисел в шести гранях разом 

менше 6000, але 2019·3 більше 6000. Протиріччя. 

Відповідь. Не можна. 

5.8.2. Прямокутний ящик горизонтальними і вертикальними дощечками 

розділили на 2019 гнізд і в деякі гнізда поклали кульки (можливо більше 

однієї). Чи можна це зробити так, щоб в кожному горизонтальному ряду 

виявилося по 300 кульок, а в кожному вертикальному – по 100 кульок? 

Розв’язання 

Нехай в ящику вертикальних рядів в 3 рази більше, ніж горизонтальних. 

Тоді якщо х – кількість горизонтальних рядів, то 3х
2
=2019, або х

2
=673. Але 

число 673 не є квадратом натурального числа. Отримали протиріччя. 

Відповідь. Не можна. 

Тема 9. Задачі з електронним годинником 

5.9.1. Електронний годинник показує час 20:19. Скільки хвилин пройде перш, 

ніж годинник вперше покаже той самий набір цифр 0, 1, 2 і 9 в деякому 

іншому порядку? 

А: 49            Б: 50            В: 59           Г: 60           Д: 120. 

Відповідь. 50 хвилин. 
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5.9.2. Скільки разів за добу між 00.00 і 23.59 електронний годинник показує всі 

чотири цифри 2, 0, 1, 9 у будь-якій послідовності ?  

А: 11            Б: 12            В: 13           Г: 14           Д: 15 

Розв’язання 

Можливі випадки: 01.29;    02.19;    10.29;    12.09;    19.02;    19.20;     20.19;     

21.09. 

Відповідь. 8 разів. 

5.9.3. Електронний екран використовує 7 лампочок для того, щоб відобразити 

цифру від 0 до 9 (див. мал.).  

 

На екрані послідовно відобразили 2, 0, 1, 9. Яка з лампочок горіла 

найбільшу кількість разів? 

 

Відповідь. А. 

 

Тема 10.Задачі з паличками 

5.10.1. Як із восьми паличок однакової довжини зробити 19, не ламаючи їх? 

Відповідь.   

5.10.2. Як із 19 паличок однакової довжини зробити 2019, не ламаючи їх? 

Відповідь.  
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Тема 11. Новорічні задачі 

5.11.1. Через скільки років наступить рік, що записується тими самими 

цифрами, що й 2019-й рік? 

Розв’язання. 2091 – 2019 = 72. 

Відповідь. Через 72 роки. 

5.11.2. Через скільки років після 2019 року вперше настане рік з тією самою 

сумою цифр, але з іншим їх добутком? 

А: 9            Б: 89            В: 101           Г: 109           Д: ніколи 

Відповідь. Ніколи. 

5.11.3. Скільки років мине після 1 січня 2019 року, коли вперше добуток цифр у 

записі року стане більшим, ніж сума цих цифр? 

Розв’язання 

2115-й рік. Маємо 2 · 1 · 1 · 5 = 10 і 2 + 1 + 1 + 5 = 9,   10 > 9.  

2115 – 2019 = 96. 

Відповідь. 96 років. 

5.11.4. Петя помітив, що дата 29.01.2019, яка записана цифрами, має цікаву 

властивість: переставивши перші чотири цифри, можна отримати номер 

року. А які ще дати в 2019 році мають таку ж властивість ?  

Розв’язання 

В записі 2019 року є нуль, одиниця, двійка і девʼятка. Тому для запису числа 

і місяця можна скористатися тільки цими цифрами. За допомогою цих 

цифр можна записати тільки такі номери місяців: 01, 02, 09, 10, 12. 

Якщо витратити 0 і 1 на запис січня (01), то в нашому розпорядженні 

залишаться цифри 2 і 9. З них можна скласти лише число 29. В результаті 

вийде дата 29.01.2019, на яку звернув увагу Петя.  

Якщо витратити 0 і 2 на запис лютого (02), то з решти цифр 1 і 9 

можна утворити дату 19. 

Аналогічно знаходимо дати 12 вересня і 21 вересня, а також дати 29 

жовтня та 09 грудня. 

Відповідь. 19.02.2019, 12.09.2019, 21.09.2019, 29.10.2019, 09.12.2019. 
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5.11.5. Назвати дату, коли до настання 2019 року залишилося 2019 годин ? 

Розв’язання. 

2019 : 24 = 84 (остача 3). Тому 2019 годин = 84 дні + 3 години. 

Від 0 годин 1 січня 2019 року віднімаємо 84 дні (грудень має 31 день, 

листопад має 30 днів і в жовтні віднімаємо 23 дні). Виходить 0 годин 9 

жовтня 2012 року. Враховуючи остачу 3 год., отримуємо відповідь. 

Відповідь. 8 жовтня 2018 року о 21 годині. 

5.11.6. Один хлопчик сказав, що 1 січня 2019 року різниця між числами 

прожитих ним місяців і прожитих ним повних років буде дорівнювати 119. 

Коли народився цей хлопчик? 

Розв’язання 

Нехай хлопчик прожив х років та у місяців. Тоді він прожив 12 х + у 

місяців, і тому 12 х + у – х = 119, тобто 11 х + у = 11 · 10 + 9. 

Оскільки у < 12, то у = 9, х = 10. 

Отже, хлопчик народився 1 квітня 2008 року.  

Відповідь. 1 квітня 2008 року. 

5.11.7. Скільки років Оленчиному брату, якщо у 2019-му році його вік буде 

рівним сумі цифр його року народження? 

Розв’язання 

Нехай Оленчин брат народився у 19mn році, тоді 2019-19mn=1+9+m+n, 

2019-1900-m-n=10·m+n,    109=11·m+2n,   m=9,   n=5. Отже, брат 

народився у 1995 році і йому буде 24 роки. 

Перевіримо, чи задовольняє вказаній умові випадок брат народився після 

2000 року. Тоді 2019-200n=2+n,   2019-2000-n=2+n,   19-2=2n,   2n=17, 

рівняння не має натуральних розв’язків. 

Відповідь. 24 роки. 

5.11.8. Дата записана так: 29.01.2019 (29 січня 2019 року). В цьому записі сума 

перших чотирьох чисел дорівнює сумі останніх чотирьох. Коли в 2019 році 

таке спів падання буде в останній раз? 

Відповідь. 09.12.2019 (9 грудня 2019 року). 
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Тема 12. Шоколадні та електричні задачі 

5.12.1. Чи вистачить 40 плиточок шоколаду, щоб викласти число 2019 ? 

Відповідь. Вистачить. Потрібно 40 плиточок (дивись малюнок). 

 

             

          

           

       

          

 

5.12.2. Плитка шоколаду складається з 20х19 квадратних частин. Плитка 

розламується по прямих, які ділять частини, до тих пір, поки не отримають 

380 окремих частин. Скільки разів треба ламати плитку? 

А: 190            Б: 219            В: 220           Г: 229           Д: 379. 

Розв’язання 

При кожному розламуванні по прямих, які ділять частини отримають на 

1 кусок більше. Тому доведеться розламувати 379 разів. 

Відповідь. 379 разів. 

5.12.3. На екрані маленькі квадратні лампочки висвітлили число 2019. Скільки 

лампочок ввімкнули? 

 

А. 40;   Б. 8;    В. 20;    Г. 18;    Д. 41. 

Відповідь. 40. 

 



36 
 

Тема 13. Ігрові задачі 

5.13.1. Скількома способами можна отримати число 2019, рухаючись вздовж 

стрілок на рисунку?             2 → 0 → 1 → 9 

↓      ↓      ↓ 

0 → 1 → 9 

↓      ↓ 

1 → 9 

↓ 

9 

А: 12            Б: 11            В: 10           Г: 8           Д: 6 

Відповідь. 8. 

5.13.2. Павло пронумерував картки підряд числами від 1 до 2019. Потім 

викинув ті з них, в яких номер закінчувався нулем. Після цього Павло 

перенумерував числами від 1 ті, що залишилися, і знову викинув ті з них, в 

яких номер закінчувався нулем. Скільки карток залишилось? 

А: 102            Б: 201            В: 1629           Г: 1637           Д: 2019. 

Розв’язання 

Порахуємо, скільки чисел від 1 до 2019 закінчуються нулем. Серед 

одноцифрових таких чисел немає. Серед двоцифрових чисел – 9. Серед 

трицифрових чисел – 90. Серед чисел від 1000 до 2019 – 102 числа.  

Разом 9 + 90 + 102 = 201 число. Відкинувши 201 картку і пронумерувавши 

їх ще раз від 1 до 1818  (2019 – 201 = 1818) Павло відкинув ще 181 картку, 

після чого у хлопця залишилось 1637 карток. 

Відповідь. 1637 карток. 

5.13.3. На дошці записане число 2019. За один хід це число замінюється на 

добуток своєї останньої цифри на число, яке отримане закреслюванням цієї 

цифри. Виконуючи цю дію декілька разів отримали число нуль. За скільки 

ходів можна це здійснити? 

Розв’язання 



37 
 

2019 
 

⇒ 1809 (201·9=1809) 
 

⇒ 1620 (180·9=1620) 
 

⇒ 0 (162·0=0). 

Відповідь. За три ходи. 

5.13.4. На дошці записані числа 20 і 19. Дозволяється записувати нові числа, які 

дорівнюють сумі будь-яких двох наявних вже чисел. Довести, що цей спосіб 

побудови послідовності чисел може привести до написання числа 2019. 

Розв’язання 

20 · 5 + 19 · 101 = 100 + 1919 = 2019;   20 · 100 + 19 · 1 = 2000 + 19 = 2019. 

Наведені приклади доводять дане твердження. 

5.13.5. На дошці написані числа 1 і 2. Петя може збільшити будь-яке записане 

на дошці число в 2 рази або додати будь-які два наявні числа, після чого 

записати отримане число на дошку. Ганчірки в Петі немає, тому стирати з 

дошки він не може. Як йому отримати число 2019, виконавши не більше 20 

дій? 

Розв’язання 

Першою дією Петя запише число 4=2·2. Потім Петя буде виконувати 

такі операції: 

1) 2·2=4;   2) 4+1=5;   3) 5·2+10;   4) 10+1=11;   5) 11·2=22;   6) 22·2=44; 

7) 44·2=88;   8) 88·2=176;   9) 176·2=252;   10) 252·2=504;    11) 

504·2=1008; 

12) 1008+1=1009;   13) 1009·2=2018;   14) 2018+1=2019. 

5.13.6. На дошці записують числа за таким правилом: в першій стрічці число 1, 

в другій стрічці два числа 2 і 3, в третій стрічці три числа 3, 4 і 5 і т. д. (в 

стрічці з номером х стоять х послідовних натуральних чисел, починаючи з х). 

Скільки разів на дошці буде записано число 2019? 

Розв’язання 

Маємо:   1 

2 3 
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3 4 5 

4 5 6  7 

5 6 7  8   9 

6 7 8  9  10 11 

7 8 9 10 11 12 13 

8 9 … 

Помічаємо таку закономірність: одиниця і двійка записані 1 раз, 

трійка і четвірка записані 2 рази, п’ятірка і шістка записані 3 рази і т.д. 

Отже, числа 2017 і 2018 будуть записані 2018 : 2 = 1009 разів, а число 

2019 буде записане 1010 разів. 

Відповідь. 1010 разів. 

5.13.7. На столі в ряд лежать 2019 яблук. Петя бере кожне десяте яблуко (тобто 

десяте, двадцяте, тридцяте і т.д.). Після цього він бере кожне дев’яте із 

решти яблук, потім кожне восьме із решти і т.д. Нарешті він бере кожне 

п’яте із решти в цей момент яблук. Скільки яблук залишиться на столі? 

Розв’язання 

Розіб’ємо яблука на десятки (1-10, 11-20, … , 2001-2010, 2011-2019), 

останній десяток неповний. 

Першим ходом Петя бере по останньому яблуку з кожного десятка, 

крім неповного. Маємо 201 яблуко. Після цього від кожного повного десятка 

залишиться по 9 яблук і ще 9 яблук із останнього неповного десятка. Другим 

ходом Петя знову візьме по останньому яблуку із кожного десятка. Маємо 

ще 202 яблука. 

Таким чином, після п’яти ходів від кожного із 202 десятків, 

включаючи неповний, залишиться по 5 яблук, звідки й слідує відповідь (202 – 

1) · 5 = 1005. 

Відповідь. 1005. 
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Тема 14. Логічні задачі 

5.14.1. Наташа задумала число. Петя сказав, що воно не менше 2019, Вася 

сказав, що воно не більше 2019, а Толя сказав, що воно дорівнює 2019. 

Довести, що серед цих висловлювань непарне число істинних. 

Розв’язання 

Якщо це число 2019, то істинні всі три висловлювання, а якщо ні – рівно 

одне з них. 

5.14.2. Про число 2019 пʼятеро хлопців сказали: Андрій: «Цифра десятків 

більша, ніж цифра тисяч»; Борис: «Цифра десятків більша, ніж цифра 

одиниць»; Роман: «Сума цифр числа дорівнює 10»; Михайло: «Цифра 

одиниць більша, ніж цифра десятків»; Олег: «Цифра сотень більша, ніж 

цифра тисяч». Хто з хлопців не помилився? 

А: Андрій            Б: Борис            В: Роман           Г: Михайло           Д: Олег. 

Відповідь. Михайло. 

5.14.3. У шерензі стоять 2019 людей, кожен з яких або лицар (завжди говорить 

правду), або брехун (завжди бреше). Кожен з них сказав: «Кількість 

брехунів ліворуч від мене більша за кількість лицарів праворуч від мене». 

Скільки брехунів у цій шерензі? 

Відповідь. 1010. 

 

Тема 15. Комбінаторні задачі 

5.15.1. В ящику є 2019 червоних, зелених, жовтих і синіх кульок. В темноті 

хлопчик хоче вибрати з ящика 10 кульок одного кольору. Яку найменшу 

кількість кульок йому треба вийняти з ящика, щоб серед них було не менше 

10 кульок одного кольору? 

А: 36            Б: 37            В: 38           Г: 39           Д: 40 

Відповідь. 37, бо 9 · 4 = 36. 

5.15.2. Чи можна 2019 телефонів сполучити між собою так, щоб кожний був 

сполучений із 2017 телефонами? 
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Розв’язання 

Не можна, бо якби 2019 телефонів зʼєднали із 2017 телефонами, то 

2019·2017 дорівнювало б подвоєному числу телефонних сполучень (кожний 

абонент рахуємо двічі), тобто 2019·2017 дорівнювало б парному числу, що 

помилково. 

 

Тема 16. Звичайні дроби 

5.16.1. При яких натуральних значеннях а обидва дроби 
19

а
 і 

а

20
 будуть 

неправильними? 

Відповідь. 19 і 20. 

5.16.2. Який дріб більший:
    

    
 чи 

    

    
  ?  

Розв’язання 

Перший дріб менший від одиниці на 
 

    
 , а другий – на 

 

    
. Оскільки  

 

    
 

 

    
,то 

    

    
 

    

    
 . 

Відповідь. 
    

    
  

 

Тема 17. Десяткові дроби 

5.17.1. Яке з чисел, запропонованих у відповідях, найменше відрізняється від 

2,019 · 910,2? 

А: 0,1            Б: 1            В: 10           Г: 100           Д: 1000. 

Розв’язання 

2,019 · 910,2 = 1837,6938. 

Відповідь. 1000. 
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5.17.2. Обчисліть: (2019+2019+2019+2019+2019):(2019+2019). 

Відповідь. 5:2=2,5. 

5.17.3. Поставте в кожному із шести чисел по одній комі так, щоб рівність стала 

правильною: 2019+2019+2019+2019+2019=46437. 

Відповідь. 20,19+20,19+20,19+201,9+201,9=464,37 або 

2,019+2,019+2,019+20,19+20,19=46,437. 
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Розділ 2. Шестикласники в гостях у числа 2019 
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Тема 1. Дільники і кратні 

6.1.1. Скільки різних натуральних дільників має число 2019?  

Відповідь. 4 дільники (1, 3, 673, 2019). 

6.1.2. Від числа 2019 відняли найменший з його дільників, який більший за 1. Із 

отриманої різниці також відняли найменший з її дільників, і т.д., поки не 

отримали 0. Скільки всього віднімань було виконано? 

Розв’язання 

Найменший дільник числа 2019, який більший за 1, дорівнює 3. Виконавши 

віднімання, отримуємо число 2016.  

Найменший дільник числа 2016, який більший за 1, дорівнює 2. Виконавши 

віднімання, отримуємо число 2014. 

Помічаємо, що різниця двох парних чисел є парним числом,тому далі весь 

час буде відніматись двійка, і 0 отримається після 2016:2=1008 віднімань. 

Отже, всього було 1009 віднімань. 

Відповідь. 1009. 

 

Тема 2. Ознаки подільності 

6.2.1. Яке із запропонованих чисел кратне 3 ? 

А: 20:1+9      Б: 2 + 0 - 1 + 9      В: (2 + 0) · (1 + 9)      Г: 20 + 19      Д: 20 - 19 

Відповідь. 20 + 19 

6.2.2. Якою цифрою закінчується добуток 2011 · 2012 · … · 2018? 

Відповідь. Цифрою 0, бо серед даних множників є такі, що закінчуються 

парною цифрою і п’ятіркою. 



44 
 

6.2.3. До числа 2019 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб 

отримане шестицифрове число ділилося націло на 9. 

Розв’язання 

Треба дописати цифру 3, бо 3+2+0+1+9+3=18, а 189. 

Відповідь. 3. 

6.2.4. До числа 2019 зліва і справа дописати одну й ту саму цифру так, щоб 

отримати шестизначне число, яке ділиться на 3. Знайти всі такі цифри. 

Розв’язання 

Маємо       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     а+2+0+1+9+а=2а+12,    2а+12 3. 

Умову задовольняють значення а = 3; 6; 9. Отримаємо числа 

320193, 620196 і 920199, які діляться на 3. 

Відповідь. 3; 6; 9. 

6.2.5. До числа 2019 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб 

отримане шестицифрове число ділилося націло на 8. 

Розв’язання 

220192 : 8 = 27524. 

Відповідь. Цифру 2. 

6.2.6. До числа 2019 і справа і зліва записати одну й ту саму цифру, щоб 

отримане шестицифрове число ділилося націло на 7. 

Розв’язання 

220192:7=31456 або 920199:7=131457. Треба дописати цифру 2 або 9. 

Відповідь. Цифру 2 або 9. 
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6.2.7. Яку цифру треба дописати справа до числа 2019, щоб отримане число 

ділилось на 9?  

Розв’язання 

На 9 діляться ті числа, сума цифр яких ділиться на 9. Оскільки 

2+0+1+9=12, то наступна цифра повинна бути 6, бо 12+6=189. 

Відповідь. 6. 

6.2.8. Яку цифру треба дописати справа до числа 2019, щоб отримане число 

ділилось на 4? 

Розв’язання 

На 4 діляться ті числа, в яких двоцифрові числа, що записані двома 

останніми цифрами, діляться на 4. Оскільки 92 і 96 діляться на 4, то 

наступна цифра повинна бути 2 або 6. 

Відповідь. 2 або 6. 

6.2.9. Яку цифру треба дописати справа до числа 2019, щоб отримане число 

ділилось на 11? 

Розв’язання 

Оскільки 1836 · 11 = 20196, то наступна цифра повинна бути 6. 

Відповідь. 6. 

6.2.10. Яку цифру треба дописати справа до числа 2019, щоб отримане число 

ділилось на 19? 

Розв’язання 

Оскільки 1063 · 19 = 20197, то наступна цифра повинна бути 7. 

Відповідь. 7. 
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6.2.11. До числа 2019 зліва і справа дописати по одній цифрі так, щоб отримати 

шестизначне число, яке ділиться на 45. Знайти всі такі шестизначні числа. 

Розв’язання 

Оскільки число ділиться на 5, то його остання цифра 0 або 5. Оскільки 

число ділиться на 9, то його сума цифр ділиться на 9. Цим умовам 

задовольняють числа 620190 і 120195. 

Відповідь. 620190 і 120195. 

6.2.12. До числа 2019 справа дописати три цифри так, щоб отримане 

семизначне число ділилося на 495. Знайти всі такі числа. 

Розв’язання 

495=5·9·11. Тому остання цифра повинна бути 0 або 5. Оскільки число 

ділиться на 9, то його сума цифр ділиться на 9. Далі використовуємо ознаку 

подільності на 11. Цим умовам задовольняють числа 2019105 і 2019600. 

Відповідь. 2019105 і 2019600. 

6.2.13. На дошці записані числа від 1 до 2019. Хлопчик підкреслив всі числа, які 

діляться на 2, потім – ті, що діляться на 3, і після того – ті, що діляться на 4. 

Скільки чисел хлопчик підкреслив тільки двічі? 

А: 168            Б: 335            В: 504           Г: 1009           Д: 1010 

Розв’язання 

Якщо число ділиться на 4, то воно буде підкреслене два рази, оскільки 

ділиться і на 2, і на 4. З цього ряду треба викинути ті числа, які діляться 

на 3:   4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, … , тобто кожне третє число.  

Усіх чисел, кратних чотирьом від 1 до 2011 є 504, з них 168 ділиться і на 3. 

Тому залишилося 336 чисел. Далі треба порахувати кількість таких чисел, 

які діляться і на 2, і на 3, тобто на 6, але лише виду 6·(2k-1), де k – 
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натуральне число: 6·1, 6·3, 6·5,…, 6·335.Таких чисел є 168. Разом 

336+168=504. 

Відповідь. 504. 

6.2.14. Скільки існує натуральних чисел, які не перевищують 2019 і мають суму 

цифр, кратну 5? 

Розв’язання 

Серед чисел кожного десятка, який починається числом з останньою 

цифрою 0 і закінчується числом з останньою цифрою 9, є рівно два 

потрібних нам числа з сумою цифр, кратною 5: 

14, 19, 23, 28, 32, 37, 41, 46, 50, 55, 64, 69, 73, 78, 82, 87, 91, 96, 104, 109, … . 

Таких повних десятків набирається 202. Всього чисел набирається 

1+202·2=405. 

Відповідь. 405. 

6.2.15. Скільки є п’ятицифрових чисел, у яких всі п’ять цифр різні, таких, що 

діляться на 2019? 

Розв’язання 

30285:2019=15;      62589:2019=31;       72684:2019=36;       

92874:2019=46. 

Відповідь. 4 числа. 

6.2.16. Скільки існує п’ятизначних чисел, які починаються з 2019 і діляться на 

2, 3, 4, 5 і 6? 

Відповідь. Одне число: 20190. 

6.2.17. Скільки існує шестизначних чисел, які починаються з 2019 і діляться на 

2, 3, 4, 5, 6, 8 та 9? 
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Відповідь. Одне число: 201960. 

6.2.18. Скільки є чотирицифрових чисел, які діляться на 19 і дві середні цифри в 

них 20? 

Розв’язання 

    - шукане число. Діляться на 19 числа 2204, 5206, 7201, 8208, бо 

116·19=2204,   274·19=5206,   379·19=7201,   432·19=8208. 

Відповідь. Чотири числа (2204, 5206, 7201, 8208). 

6.2.19. Знайти всі натуральні числа виду     , які діляться на 19. (Тут * 

позначає пропущену цифру). 

Відповідь. 5 розв’язків (2109, 2204, 2508, 2603, 2907). 

6.2.20. Знайти найменше шестицифрове число, яке ділиться на 2019 без остачі. 

Розв’язання 

Число 100000 (найменше шестицифрове число) при діленні на 2019 дає 

остачу 1069. Тоді число, яке на 950 більше за 100000, дає шукану відповідь. 

Перевіримо: 100950 : 2019 = 50. 

Відповідь. 100950. 

6.2.21. Знайти найменше шестицифрове число з різними цифрами, яке ділиться 

на 2019 без остачі. 

Відповідь. 145368. 

6.2.22. Знайти найбільше шестицифрове число з різними цифрами, яке ділиться 

на 2019 без остачі. 

Відповідь. 981234. 
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6.2.23. Із чисел від 1 до 2019 викреслюють усі, які діляться на 2 і не діляться на 

5, а також усі, які діляться на 5 і не діляться на 2. Скільки чисел залишилося? 

Візьмемо перший десяток. У ньому викреслимо числа 2, 4, 5, 6, 8. 

Залишиться 5 чисел. І так у кожному десятку буде залишатися 5 чисел. Від 

1 до 2019 маємо 201 десяток. Отже, залишиться 201 · 5 + 4 = 1009 чисел. 

Відповідь: 1009 чисел. 

6.2.24. Знайдіть остачу від ділення 2018 · 2019 · 2020 + 2019
2
 на 7. 

Розв’язання 

При діленні на 7 число 2018 дає в остачі число 2; число 2019 – дає в остачі 

3; число 2020 – дає в остачі 4. Тому даний вираз при діленні на 7 дасть таку 

саму остачу, як і 2·3·4+3
2
=33, тобто 5. 

Відповідь. 5. 

6.2.25. Запишіть декілька разів підряд число 2019 так, щоб отримане число 

ділилося на 9. Відповідь обґрунтуйте. 

Розв’язання 

Сума цифр числа 2019 ділиться на 3, тому, якщо написати 2019 підряд 3 

рази, то сума цифр отриманого числа буде ділитися на 3·3=9. Це означає, 

що й саме число буде ділитися на 9. 

Відповідь. 201920192019. 

6.2.26. На яке число треба поділити число 2019, щоб і частка, і остача були 

рівними? 

Розв’язання 
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Якщо 2019 поділили на натуральне число N і отримали в частці і в остачі 

натуральне число k, то 2019=N·k+k=k(N+1), причому k< N. Звідси k – дільник 

числа 2019. Дільниками числа 2019 є числа 1, 3, 673 і 2019. 

Далі маємо: 2019=1·2019=2018·1+1 і 2019=3·673=672·3+3. Отже, треба 

ділити на 672 або на2018. 

Відповідь. 672; 2018. 

6.2.27. Яких натуральних чисел більше: тих, які діляться на 8, але не діляться на 

9, чи тих, які діляться на 9, але не діляться на 8? 

Розв’язання 

Чисел, які діляться на 8, більше, ніж чисел, які діляться на 9. Виключимо із 

цих наборів числа, які діляться і на 8, і на 9. В першому наборі залишиться 

більше чисел, ніж в другому. 

Відповідь. Більше тих чисел, які діляться на 8. 

6.2.28. Скільки всього є чотиризначних чисел, які діляться на 19 і закінчуються 

на 19? 

Розв’язання 

Нехай N=     – таке число. Тоді N-19 також кратне 19.  

Але N-19=     =        . Оскільки числа 100 і 19 взаємно прості, то 

двозначне число ділиться на 19. А таких чисел всього пʼять: 19, 38, 57, 76 і 

95. 

Отже, умову задовольняють числа 1919, 3819, 5719, 7619 і 9519. 

Відповідь. Пʼять чисел. 



51 
 

6.2.29. На дошці записують послідовність чисел: 1; 2; 4; 8; 16; 23; 28 і т.д. 

(кожне наступне число одержують із попереднього, збільшуючи на його суму 

цифр). Чи буде записаним на дошці число 201820192020? 

Розв’язання 

Помічаємо, що числа даної послідовності чисел при діленні на 3 дають 

остачу 1 або 2, тобто не діляться на 3. Число ж 201820192020 кратне 

трьом (2+0+1+8+2+0+1+9+2+0+2+0=27, 27 3). Отже, не буде записане. 

Відповідь. Не буде. 

6.2.30. На дошці записано число 20. Через кожну хвилину число витирають і 

записують на його місці добуток цифр числа, збільшений на 19. Яке число 

буде записане на дошці через 2019 хвилин? 

Розв’язання 

1 хв. маємо 2·0=0,  0+19=19,                   2 хв. маємо 1·9=9,  9+19=28, 

3 хв. маємо 2·8=16,  16+19=35,               4 хв. маємо 3·5=15, 15+19=34, 

5 хв. маємо 3·4=12, 12+19=31,                6 хв. маємо 3·1=3, 3+19=22, 

7 хв. маємо 2·2=4, 4+19=23,                    8 хв. маємо 2·3=6,  6+19=25, 

9 хв. маємо 2·5=10,  10+19=29,               10 хв. маємо 2·9=18, 18+19=37, 

11 хв. маємо 3·7=21,  21+19=40,             12 хв. маємо 4·0=0,  0+19=19. 

Цикл повторюється з періодом 11 хвилин. Оскільки число 2019 при діленні 

на 11 дає остачу 6, то через 2019 хвилин на дошці буде записане число 22. 

Відповідь. 22. 

6.2.31. Розглянемо число 1232123212321…, що складається із 2019 цифр. 

Укажіть останню цифру цього числа. 

Розв’язання 
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Цифра 3 знаходиться на 4п+3 місцях, де п N. 

2019:4=504(3 ост.). Отже, останньою цифрою даного числа є 3. 

Відповідь. 3. 

6.2.32. Підряд в стрічку виписали 2019 цифр. Відомо, що кожне двоцифрове 

число, що записане сусідніми цифрами (в тому порядку, в якому вони 

написані), ділиться на 17 або на 23. Відомо, що остання цифра 1. Якою є 

перша цифра? 

Розв’язання 

Випишемо двоцифрові числа, які кратні числам 17 і 23 окремо: 

числа, кратні 17: 17; 34; 51; 68; 85; 

числа, кратні 23: 23; 46; 69; 92. 

Кроки Утворені числа Примітка 

1 1 до періоду 

2 51 

3 851 

4 6851 

5 46851 

6 346851 період 

7 2346851 

8 92346851 

9 392346851 новий період 

… …  

Помічаємо, що утворені числа, починаючи із шостого кроку, 

повторюються із періодом 923 (три цифри). 

Тоді 2019-5=2014;  2014:3=671 (1 ост.). 
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Отже, першою цифрою 2019-цифрового числа є цифра 3. 

Відповідь. 3. 

 

Тема 3. Прості і складені числа 

6.3.1. Чому дорівнює сума всіх різних простих множників числа 2019? 

Розв’язання 

2019=3·673. Тоді  3+673=676. 

Відповідь. 676. 

6.3.2. У скількох простих чисел, менших від 2019, сума цифр дорівнює 2? 

А: 1            Б: 2            В: 3           Г: 4           Д: більше, ніж у чотирьох 

Розв’язання 

Випишемо всі числа, які менші від 2019, сума цифр яких дорівнює 2. Це 2, 

11, 20, 101, 110, 200, 1001, 1010, 1100, 2000. Зрозуміло, що ті серед них, у 

яких остання цифра рівна 0 є складеними, оскільки діляться принаймні на 2. 

Серед решти простими є числа 2, 11 і 101. (1001 = 7 · 143). 

Відповідь. 3 числа. 

6.3.3. У скількох простих чисел, менших від 2019, сума цифр дорівнює 3? 

А: 1            Б: 2            В: 3           Г: 4           Д: більше, ніж у чотирьох 

Відповідь. Одне число, це 3. 

6.3.4. Скількома способами можна записати число 2019 у вигляді суми двох 

простих чисел? 

А: 0            Б: 1            В: 2           Г: 3           Д: більше 3 
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Розв’язання 

Сума двох чисел непарна тоді, коли один з доданків парне число, а інше – 

непарне. Оскільки існує тільки одне парне просте число 2, то 2019 = 2 + 

2017. Тому є один спосіб. 

Відповідь. 1. 

6.3.5. Петрик перемножив перші 2019 простих чисел. Скількома нулями 

закінчується добуток? 

А: 0            Б: 1            В: 10           Г: 20           Д: 100 

Розв’язання 

Один нуль дістаємо, коли 2 · 5. Більше нулів немає. 

Відповідь. 1. 

6.3.6. Записати всі можливі прості числа за допомогою цифр 2, 0, 1, 9 в 

заданому порядку та знаків арифметичних дій. 

Розв’язання 

2+0·19=2;        2+0·1+9=11. 

Відповідь. 2 і 11. 

6.3.7. Перемножили всі натуральні числа від 1 до 2019 включно, а потім 

розклали отримане число на прості множники. Скільки буде двійок в цьому 

розкладі?  

Розв’язання 

Кожне друге число ділиться на 2, кожне четверте число ділиться на 4, 

кожне восьме – на 8 і т.д. Тому на 2 ділиться 1009 чисел, на 4 – 504 числа, 

на 8 – 252 числа, на 16 – 126 чисел, на 32 – 63 числа, на 64 – 31 число, на 128 

– 15 чисел, на 256 – 7 чисел, на 512 – 3 числа і на 1024 – 1 число.  
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Тому в розкладі на прості множники двійок буде:  

1009 + 504 +252 + 126 + 63 + 31 + 15 + 7 + 3 + 1 = 2011 двійок.  

Відповідь. 2011 двійок. 

6.3.8. Скільки існує пар натуральних чисел, в яких найменше спільне кратне 

дорівнює 2019? 

Розв’язання 

Розглянемо два випадки: 

1) Нехай одне з чисел дорівнює 2019 (а = 2019). Тоді друге число може 

бути будь-яким дільником числа 2019. Оскільки 2019=3·673, то b={1; 3; 

673}. Є 2 пари таких чисел а і b. 

2) Жодне з чисел а і b не дорівнює 2019. Тоді можлива пара (3; 673). 

Отже, всього є 2+1=3 пари натуральних чисел, які задовольняють умові. 

Відповідь. 3 пари. 

6.3.9. Яку цифру треба дописати зліва до числа 2019, щоб отримане число було 

простим? 

Розв’язання 

Оскільки 42019 і 72019 – прості числа, то перша цифра повинна бути 4 

або 7. 

Відповідь. 4 або 7. 

6.3.10. До числа 2019 справа і зліва дописати одну й ту саму цифру, щоб 

отримане число стало простим. 

Відповідь. 720197. 
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6.3.11. Хто знайде більше способів записати число 2019 у вигляді суми трьох 

простих чисел? 

Розв’язання 

2019=2011+5+3;   2019=2003+13+3;   2019=2003+11+5;   

2019=1999+17+3; 

2019=1999+13+7;   2019=1993+23+3;   2019=1993+23+3;   

2019=1993+19+7; 

2019=1993+13+3 і т.д. 

6.3.12. Доведіть, що 2019-цифрове число     ⏟  
          

     ⏟  
          

 не є простим. 

Доведення 

Запишемо дане число так: 

     ⏟  
          

     ⏟  
          

 

    ⏟  
          

     ⏟   
          

+      ⏟  
          

=     ⏟  
          

    ⏟   
          

+     ⏟  
          

  

Оскільки це число ділиться на     ⏟  
          

, то воно не є простим. 

6.3.13. Число А є сумою трьох послідовних натуральних чисел. Число В також є 

сумою трьох послідовних натуральних чисел. Чи може добуток чисел А і В 

дорівнювати 2019? 

Розв’язання 

За умовою задачі А=(m-1)+m+(m+1)=3m, де m натуральне число, відмінне 

від 1. Аналогічно В=3n, де n N, n≠1. 

Нехай А·В=2019, тоді 3 m·3 n=2019,  9 m n=2019,  3 m n=673. Остання 

рівність виконувати не може, бо 673 – просте число. 
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Відповідь. Не може. 

6.3.14. На дошці в довільному порядку виписані числа від 1 до 2019. Два числа 

можна поміняти місцями, якщо одне з них ділиться на друге. Доведіть, що за 

декілька таких операцій числа можна розташувати в порядку зростання. 

Доведення 

Спочатку поставимо число k≠1 на k-те місце. Нехай на k-ому місці стоїть 

число п. Поміняємо спочатку п із 1, а потім поміняємо k з 1. Тоді k 

виявиться на своєму місці. 

Послідовно ставлячи на свої місця числа 2019, 2018, … , ми поставимо всі 

числа в порядку зростання. 

6.3.15. Є три попарно різних натуральних числа a, b, c. Доведіть, що числа  

2019+a-b, 2019+b-c та 2019+c-a не можуть бути трьома послідовними 

натуральними числами. 

Доведення 

Якщо усі три числа додати та поділити на 3, то вийде їх середнє 

арифметичне, воно дорівнює з одного боку 

     
 

 
(                          )  

А з іншого боку воно дорівнює середньому з цих трьох послідовних чисел. 

Таким чином, одне з чисел дорівнює 2019. Наприклад, це a- b+2019=2019, 

тому a= b. а це суперечить тому, що усі 3 числа попарно різні. 

 

Тема 4. Дроби 
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6.4.1. Обчисліть 
              

                        
. 

Відповідь. 
 

 
. 

6.4.2.  Значення виразу 
           

            
 дорівнює… 

А: 0,01            Б: 0,1            В: 1           Г: 10           Д: 100. 

Розв’язання 

          

           
 

               

                  
 

     

     
    

Відповідь. 1. 

6.4.3. Порівняти дроби: 
1919

2020
 і 

191919

202020
. 

Розв’язання 

Дроби рівні, бо 191919 = 19 · 10101, 202020 = 20 · 10101 і  

1919 = 19 · 101, 2020 = 20 · 101. 

Відповідь. Рівні. 

6.4.4. Розставити дужки і знаки арифметичних дій так, щоб отримати правильну 

рівність:       
 

 
   

 

 
   

 

    
     . 

Розв’язання 

(
 

 
 

 

 
)   

 

    
 

 

 
 

    

 
     . 

6.4.5. Знайти значення виразу 
 

   
 

 

   
   

 

         
  

Розв’язання 
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Кожний із доданків подамо у вигляді різниці двох дробів із чисельниками 1, 

а знаменниками – послідовними натуральними числами: 
 

 (   )
 

 

 
 

 

   
  

Маємо 
 

   
 

 

   
   

 

         
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

    
 

 

    
 

  
 

    
 

    

    
  

Відповідь. 
    

    
  

6.4.6. Спростити вираз 

 
 

(   )(   )
 

 

(   )(   )
   

 

(      )(      )
 

 

(      )(      )
  

Розв’язання 

Маємо 
 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

      
 

 

      
 

 

      
 

 

      
 

 

   
 

 

      
 

(      ) (   )

(   )(      )
 

    

(   )(      )
  

Відповідь. 
    

(   )(      )
  

6.4.7. Виразити число 2019 тільки за допомогою числа 2018 та арифметичних 

дій. 

Відповідь. 
2018

2018
20182019  . 

6.4.8. Як розділити порівну 19 яблук між 20 друзями, якщо кожне яблуко можна 

розрізати не більше, ніж на 5 частин? 

Розв’язання 

10 яблук поділити пополам, 5 яблук поділити на 4 частини і 4 яблука 

поділити на 5 частин. Дістанемо .
20

19

20

4510

5

1

4

1

2

1



  яблука одержить 

кожний друг. 
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6.4.9. Чому дорівнює найменше ціле значення n, для якого справедлива 

нерівність 
 

   
        

 

   
? 

Розв’язання 

 

 
                 

 

 
; звідси n-5=4;  n=9. 

Відповідь. 9. 

6.4.10. Число 1 ділимо «кутиком» на 22. Яка цифра стоїть в частці на 2019-му 

місці після коми? 

Розв’язання 

Маємо 1:22=0,04545… Бачимо, що на кожному парному місці після коми 

стоїть цифра 4, а на кожному непарному, починаючи з розряду тисячних, 

цифра 5. Отже, на 2019-му місці після коми стоїть цифра 5. 

Відповідь. 5. 

6.4.11. Число 2019 ділимо «кутиком» на 22. Яка цифра стоїть в частці на 2019-

му місці після коми? 

Розв’язання 

Маємо 2019:22=91,77272727…=91,7(72). На першому місці після коми 

стоїть цифра 7, на другому (і на наступних парних місцях) стоїть цифра 7, 

на третьому (і на наступних непарних місцях) стоїть цифра 2.  

Отже, на 2019-му місці після коми стоїть цифра 2. 

Відповідь. 2. 

6.4.12. Знайти суму 2019-ти цифр після коми у дробі 
 

 
. 

Розв’язання 
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   (      ). Період має довжину 6 цифр, а їх сума дорівнює 

4+2+8+5+7+1=27. З того, що 2019=6·336+3, маємо 

S2019=27·336+(4+2+8)=9072+14=9086. 

Відповідь. 9086. 

6.4.13. Правильний дріб 
 

 
 та неправильний дріб 

 

 
 посперечалися, котрий з них 

знаходиться ближче до одиниці. а) Розсудіть їх; б) Знайдіть хоч одну пару 

дробів указаного вигляду, один із яких у 2019 разів ближчий до одиниці, 

ніж інший. 

Розв’язання 

а) Оскільки m< n, то   
 

 
 

   

 
 

   

 
 

 

 
    Отже, правильний дріб 

 

 
 ближчий до одиниці, ніж неправильний дріб 

 

 
. 

б)      (
 

 
  )  (  

 

 
)  

 

 
. Отже, шуканою є, наприклад, пара 

дробів 
 

    
 та 

    

 
. 

6.4.14. Довести, що: 
 

  
 

  
 

    
 

    

 
 

  
 

  
 

  
 

    
 

    

    

Доведення 

Позначимо   
 

  
 

    
 

    

    Тоді маємо: 
 

   
 

 

  
 

 

 
   

   
    

6.4.15. Обчисліть: 
 

  
 

  
 

   
 

  
 
 

 (2019 двійок) 
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Розв’язання 

Виконаємо дії: 1) 2-
 

 
=

 

 
   2) 1: 

 

 
 

 

 
;  3) 2-

 

 
 

 

 
;  4) 1:

 

 
 

 

 
. 

Кожна наступна пара дій забирає одну двійку. 

5) 2-
 

 
 

 

 
;  6) 1:

 

 
 

 

 
. 

Отже, 2019-ту двійку завершить цикл, при якому утворюється дріб 
    

    
. 

Відповідь. 
    

    
. 

 

Тема 5. Відсотки 

6.5.1. Чому дорівнює сума 25% від числа 2019 та 2019% від числа 25? 

Розв’язання 

25% від 2019=0,25·2019=504,75, 

2019% від 25=20,19·25=504,75, 

504,75+504,75=1009,5. 

Відповідь.1009,5.  

 

Тема 6. Цілі числа 

6.6.1. Обчисліть: 2019:(2+0+1-9)+2·0·1·9. 

Розв’язання 

2019:(2+0+1-9)+2·0·1·9=2019·(-6)+0=-12114. 
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Відповідь. -12114. 

6.6.2.Обчисліть значення виразу (1-2)-(3-4)-…-(2019-2020). 

Розв’язання 

(1-2)-(3-4)-…-(2019-2020)=-1-(-1)-…-(-1)=-1+       ⏟        
          

    

           

Відповідь. 1008. 

6.6.3. Обчисліть значення виразу:  

1+2-3-4+5+6-7-8+9+10-11-12+13+14-…-2019-2020. 

Розв’язання 

Кількість доданків ділиться на 4. Враховуємо, що а+(а+1)-(а+2)-(а+3)=-4. 

Отже, -4·505=-2020. 

Відповідь. -2020. 

6.6.4. Поясніть, чому при послідовному добавлянні до числа 2019 по (-2) не 

можна отримати число -2018. 

Розв’язання 

Якщо до непарного додатного числа додати число -2, одержимо непарне 

число. Число -2018 є парне. 

6.6.5. На дошці було записано два числа 1 і -1. Василько продовжив записувати 

числа в цьому ряді за правилом: кожне наступне записане число дорівнює 

добутку двох попередніх. Чому дорівнює сума перших 2019-ти цих чисел? 

Розв’язання 
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Продовжимо цей ряд чисел: 1; -1; -1; 1; -1; -1; 1; -1; -1; 1; … Ці числа 

можна розбити на групи по 3 числа , сума яких дорівнює -1. Оскільки 

2019=673·3, то отримуємо результат: -673. 

Відповідь. -673.  

6.6.6. У записаному рядку 1*1*1*…*1 вміщено 2019 одиниць. Замість кожної * 

можна поставити знак плюс або мінус. Виконавши дії, отримаємо деяке 

число. Чому дорівнює сума усіх чисел, отриманих таким чином? 

Розв’язання 

всі плюси 1+1+1+…+1=2019 

1 мінус 1-1+1+…+1=2017 

2 мінуси 1-1-1+…+1=2015 

3 мінуси  1-1-1-…+1=2013 

… … 

2017 мінусів 1-1-1-…+1=-2015 

2018 мінусів 1-1-1-…-1=-2017 

Додамо всі отримані числа. 

Дістанемо 2019+2017+2015+2013+…+1-1-…-2017=2019. 

Відповідь. 2019. 

 

Тема 7. Модуль числа 

6.7.1. Для будь-яких чисел а, b і с знайти найменше значення виразу:  

|2019-а|+|а-b|+|b-с|+|с-9102|. 

Розв’язання 
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Використаємо геометричний зміст модуля. Тоді числа |2019-а|, |а-b|, |b-

с|, |с-9102| - це відстань між даними числами на координатній прямій. 

Отже, найменше значення суми дорівнює 9102-2019=7083. 

Відповідь. 7083. 

 

Тема 8. Додатні і відʼємні числа 

6.8.1. Яке найменше невід’ємне число можна отримати шляхом розстановки 

знаків «+» і «-» між числами 1; 2; 3; 4; …; 2016; 2017; 2018, 2019 ? 

Розв’язання 

Очевидно, що результат буде цілим числом, причому парним (1009 парних 

чисел і 1010 непарних). 

Якщо в четвірці чисел п, п + 1, п + 2, п + 3 розставити знаки таким 

чином: 

п – (п + 1) – (п + 2) + (п + 3), то в сумі вийде 0. Розставимо таким 

способом знаки в четвірках: (4; 5; 6; 7), (8; 9; 10; 11), …, (2016; 2017; 2018; 

2019), а між четвірками поставимо знаки «+». Значення такої суми 

дорівнює 0. Залишається поставити знаки «+» і «-» між числами 1, 2 і 3. 

Маємо 1 + 2 – 3 = 0. 

Отже, значення всього виразу дорівнює 0. 

Відповідь. 0. 

6.8.2. Задані 2019 чисел. Відомо, що сума будь-яких 19 з цих чисел – додатна. 

Чи обовʼязково сума усіх 2019 чисел також додатна? 

Розв’язання 
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Виберемо 19 найменших серед заданих чисел. Тоді їх сума – додатна. Але 

тоді усі інші числа – додатні. Бо якщо якесь з них, наприклад, a≤0, а серед 

обраних 19 числах усі не перевищують а, то їх сума також недодатна. 

Таким чином одержали суперечність. Звідси висновок, сума найменших 19 

чисел додатна, і усі числа також додатні. Тому сума усіх чисел – додатна. 

6.8.3. В добутку трьох натуральних чисел кожний множник зменшили на 3. Чи 

міг добуток при цьому збільшитися рівно на 2019? 

Розв’язання 

Припустимо, що два співмножники дорівнюють 1, а третій – а. Їх 

добуток дорівнював а. Після зменшення добуток перетворився так (-2)
2
·(а-

3)=4а-12. Тоді 4а-12=а+2019, звідки а=677. 

Перевіримо це. Добуток початкових чисел: 1·1·677=677; добуток 

зменшених чисел: (-2)·(-2)·674=4·674=2696=677+2019. 

Відповідь. Міг. 

6.8.4. У виразі                                          ⏟                                            
          

 

Певним чином розставили дужки та порахували значення отриманого виразу. 

Яке найбільше значення могли отримати? 

Розв’язання 

При будь-якій розстановці дужок у підсумковому результаті перше число 

2020 завжди буде із знаком +, а перше число 2019 – із знаком -. Таким чином 

сума буде найбільшою, якщо усі інші числа будуть із знаком +, а для цього 

достатньо розставити дужки так: 

2020-(2019-2020-2019-2020-2019-…-2020-2019)= 

=2020-2019+2020+2019+2020+2019+…+2020+2019= 
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=1+(2020+2019)·1009=4075352. 

Відповідь. 4075352. 

 

Тема 9. Рівняння 

6.9.1. Знайдіть х із рівняння 5-(1-(2х-5))=2019. 

Розв’язання 

5-1+2х-5=2019;   2х=2020;   х=1010. 

Відповідь. 1010. 

6.9.2. Онук запитав дідуся, скільки йому років. Дідусь відповів: «Якщо до 

половини моїх років додати 19, то дізнаєшся мій вік 20 років тому». Скільки 

років дідусеві? 

Розв’язання 

Нехай дідусеві зараз х років. Маємо рівняння: 0,5х + 19 = х – 20. Звідки х = 

78. 

Відповідь. 78 років. 

6.9.3. Знайти всі корені рівняння: |х–2018| = 2019. 

Розв’язання 

Розглянемо два випадки: 

1) Якщо х-2018≥0,то рівняння матиме вигляд: х-2018=2019, звідки х=4037. 

2) Якщо х-2018<0,то рівняння матиме вигляд: -(х-2018)=2019, звідки х=-1. 

Відповідь. -1 і 4037. 

6.9.4. Розвʼяжіть  рівняння: |х| = 
 

 
 + 2019. 
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Розв’язання 

Розглянемо два випадки: 

1) Якщо х≥0,то рівняння матиме вигляд: х=
 

 
+2019, звідки х=4038. 

2) Якщо х<0,то рівняння матиме вигляд: -х=
 

 
+2019, звідки х=-1346. 

Відповідь. -1346 і 4038. 

6.9.5. Розв’яжіть рівняння: 
|  | | |

   =2019. 

Розв’язання 

|  |  | |   | |         
 | |

 | |             
 

| |
              

 

    
  

Відповідь.  
 

    
   

 

    
  

6.9.6. Знайдіть найменший цілий корінь рівняння: (|х|-2018)·(|х|+2019) = 0. 

Розв’язання 

Розглянемо два випадки: 

1) |х|-2018=0, звідки |х|=2018, х=-2018 або х=2018. 

2) |х|+2019=0, звідки |х|=-2019. Рівняння коренів не має. 

х=-2018 – найменший цілий корінь. 

Відповідь. -2018. 

6.9.7. Знайдіть найменший цілий корінь рівняння: (|х-1|-2018)·(|х|+2019) = 0. 

Розв’язання 

Розглянемо два випадки: 

1) |х-1|-2018=0, звідки |х-1|=2018, х=-2017 або х=2019. 
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2) |х|+2019=0, звідки |х|=-2019. Рівняння коренів не має. 

х=-2017 – найменший цілий корінь. 

Відповідь. -2017. 

6.9.8. Знайти найменший цілий корінь рівняння: (|х|-2018)·(х+2018,2019) = 0. 

Розв’язання 

Розглянемо два випадки: 

1) |х|-2018=0, звідки |х|=2018, х=-2018 або х=2018. 

2) х+2018,2019=0, звідки х=-2018,2019. Рівняння цілих коренів не має. 

х=-2018 – найменший цілий корінь. 

Відповідь. -2018. 

6.9.9. Розвʼяжіть  рівняння: |2019-х|+|х-2019|=2018. 

Розв’язання 

Оскільки |2019-х|=|х-2019|, то 2·|х-2019|=2018, |х-2019|=1009, звідки 

х=1010 або х=3028. 

Відповідь. 1010 і 3028. 

6.9.10. Розвʼяжіть  рівняння: |||      |      |      |   . 

Розв’язання 

|||      |      |      |   ,    ||      |      |         

Оскільки |      |          то далі маємо, що  |      |       

       

|      |      звідки х=2019. 

Відповідь. 2019. 
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6.9.11. Знайти невідоме значення х, що задовольняє рівність: х*2020=2019*х, де 

через * позначено операцію, яка визначається рівністю а*b=а+b–2аb. 

Розв’язання 

х+2020–2·2020х=2019+х–2·2019х; 

1 = 2х(2020–2019);    х=0,5. 

Відповідь. 0,5. 

6.9.12. Скільки розв’язків у натуральних числах має рівняння х
2
 у – 1 = 2019? 

Знайти ці натуральні розв’язки. 

Розв’язання 

Запишемо дане рівняння у вигляді х
2
 у = 2020 = 2

2
 · 505. Отже, рівняння 

має один натуральний розв’язок: х = 2, у = 505. 

Відповідь. х = 2, у = 505. 

6.9.13. Буратіно закопав на Полі Чудес золоту монету. Із неї виросло дерево, а 

на ньому – дві монети: срібна і золота. Срібну монету Буратіно заховав у 

кишеню, а золоту закопав, і знову виросло дерево… . Кожного разу на дереві 

виростали дві монети: або дві золоті, або золота і срібна, або дві срібні. 

Срібні монети Буратіно складав у кишеню, а золоті закопував. Коли 

закопувати стало нічого, в кишені у Буратіно було 2019 срібних монет. 

Скільки монет закопав Буратіно? 

Розв’язання 

Назвемо монету, з якої щось виросло – «батьківською», а монету, яка 

виросла із деякої монети – «дитячою». Помічаємо, що «дитячими» є всі 

монети, крім першої, а кожна золота монета (і тільки вона) є 

«батьківською». Оскільки в кожної «батьківської» монети є дві «дитячі», 

то «дитячих» монет в 2 рази більше, ніж «батьківських». 
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Нехай х – кількість золотих монет, а у – кількість срібних монет. Тоді 

всього монет було х + у, з яких «дитячими» є (х + у) – 1 монет, а 

«батьківськими» - х. Маємо рівняння: (х + у) – 1 =2 х, звідки х = у – 1, 

тобто золотих монет було менше від срібних на 1.  

Отже, Буратіно закопав 2018 монет. 

Відповідь. 2018. 

6.9.14. При яких значеннях m рівняння mх-2018=2019 і 2019х= m-2018х мають 

спільний корінь? 

Розв’язання 

Розвʼяжемо рівняння відносно х. З першого рівняння отримуємо   
    

 
, а 

з другого   
 

    
. Тоді 

    

 
 

 

    
. Отже, m=4037 або m=-4037. 

Відповідь. При m=4037 або m=-4037. 

6.9.15. Розвʼяжіть рівняння |      |     √ . 

Розв’язання 

│х-2019│=2√ -3.  

Порівняємо числа 2√  і 3:  (2√ )
2
=8 і 3

2
=9. Тому 2√ <3, тобто 2√ -3<0. 

Оскільки модуль не може дорівнювати відʼємному числу, то дане рівняння не 

має розвʼязків. 

Відповідь. Рівняння не має розвʼязків. 

6.9.16. Скільки розвʼязків має рівняння |||   |   |   |  
    

    
  

Розв’язання 
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Оскільки │х-1│+1>0, то рівняння перепишеться так: ││х-1│-2│=
    

    
. 

Отримане рівняння рівносильне сукупності │х-1│-2=
    

    
 або │х-1│-2=-

    

    
. 

Звідки │х-1│=2+
    

    
 або │х-1│=2-

    

    
. Кожне з цих рівнянь має по 2 

розвʼязки. Отже, маємо 4 розвʼязки. 

Відповідь. 4 розвʼязки. 

 

Тема 10. Задачі на властивості парності чисел 

6.10.1. В деякому натуральному числі довільно переставлені цифри. Доведіть, 

що сума отриманого числа із початковим не дорівнює 99...9 (число містить 

2019 девʼяток). 

Доведення 

Очевидно, що початкове число має 2019 цифр. Нехай а1, а2, …, а2019 – 

цифри початкового числа, b1, b2, … , b2019 – цифри отриманого числа. 

Припустимо, що а1+b1=9, а2+b2=9, … , а2019+b2019=9. Оскільки сума цифр 

початкового і отриманого чисел одна й та сама, то 2·(а1+ 

а2+…+а2019)=9·2019. Цього бути не може, бо в правій і лівій частинах 

рівності стоять числа різної парності. 

6.10.2. Микола написав на дошці декілька цілих чисел. Оля записала під 

кожним Миколиним числом його квадрат, а Льоня додав всі написані на 

дошці числа і отримав 2019. Доведіть, що або Оля, або Льоня зробили 

помилку. 

Доведення 

Микола:                        а                                b 

Оля :                           а
2
                                  b 
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Льоня:                      а+а
2
+ b+ b

2
=2019, 

а(1+а)+ b(1+ b)=2019. 

Відомо, що п(п+1) – парне число. В лівій частині є парне число, а в правій – 

непарне. Тому є помилка. Що й треба було довести. 

6.10.3. Чи існують такі натуральні числа m і n, що m n(m- n)=2019? 

Розв’язання 

Не існують, бо добуток трьох множників – непарне число, то кожний із 

множників повинен бути непарним, але якщо m і n – непарні, то m- n – 

парне. Протиріччя. 

6.10.4. Вася сказав, що знає розвʼязки рівняння ху
8
+х

8
у=2019 в натуральних 

числах. Доведіть, шр Вася помилився. 

Розв’язання 

Складемо таблицю: 

х у х
8 

у
8 

ху
8 

х
8
у ху

8
+х

8
у 

парне парне парне парне парне парне парне 

парне непарне парне непарне парне парне парне 

непарне парне непарне парне парне парне парне 

непарне непарне непарне непарне парне парне парне 

Отже, при будь-яких х і у вираз ху
8
+х

8
у є парне і тому не може 

дорівнювати 2019. Значить Вася помилився. 

6.10.5. З однієї сторони дороги росли в ряд декілька дерев. Однієї весни між 

кожними сусідніми деревами посадили ще  одному дереву. Наступної весни 

зробили так само, а ще через рік – знову так само. Чи може в результаті 

загальне число дерев дорівнювати 2019? 

Розв’язання 
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Нехай дерев було п. тоді за перший рік було посаджено (п-1) дерев, тобто 

всього дерев стало п+п-1=2п-1. На другий рік посадили (2п-2) дерева. Дерев 

стало 2п-1+2п-2=4п-3. Через рік посадили (4п-4) дерева. Всього дерев стало 

4п-3+4п-4=8п-7. 

Маємо рівняння: 8п-7=2019, звідки п=251,5 (п – дробове число). Тому дерев 

не могло бути 2019. 

Відповідь. Не може. 

6.10.6. На дошці записано числа від 1 до 10. Дозволяється стерти будь-які два 

числа х і у, а замість них записати числа х-1 і у+3. Чи змогли через деякий 

час на дошці зʼявитися числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 2019? 

Розв’язання 

Помічаємо, що після кожної такої операції сума чисел, що записані на 

дошці збільшується на 2. Спочатку вона дорівнювала 55. Тому після кожної 

операції сума чисел, що написані на дошці, залишатиметься непарною. Але 

сума чисел 1+2+3+4+5+6+7+8+9+2019=2064 є парною. Тому числа 1, 2, 3, 

4, 5, 6, 7, 8, 9, 2019 отримати неможливо. 

Відповідь. Не змогли. 

6.10.7. Із записаних чисел 1, 2, …, 2019 дозволяється будь-які два числа 

«викинути», а замість них записати різницю їх. Внаслідок багаторазового 

повторення цієї операції залишається тільки одне число. Доведіть, що це 

число не може бути 0. 

Доведення 

Серед початкових чисел – непарних чисел є непарна кількість. При 

кожному перетворенні кількість непарних чисел або залишається 

незмінною, або зменшується на 2. Тому останнє число неодмінно непарне. 
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6.10.8. Дано числа 2017, 2018, 2019, 2020, 2021, 2022. Дозволено до будь-яких 

двох з них додати по одиниці. Чи можна за кілька кроків зрівняти ці числа? 

Розв’язання 

Додавання до числа одиниці змінює його парність. Додавання по 1 до двох 

чисел змінює парність двох чисел. Якщо це були два парні числа, то парних 

чисел стане на два менше, якщо два непарні, то парних стане на два більше. 

А якщо одне було парне, а інше непарне, то кількість парних чисел не 

зміниться. У кожному разі парність числа парних чисел не зміниться. 

Інакше кажучи, тут парність числа парних чисел – інваріант. Але якщо в 

шістці всі числа стануть однакові, парних серед них стане 0 або 6 – парне 

число.  

Відповідь. Не можна. 

6.10.9. По колу вписали 2019 натуральних числа. Доведіть, що знайдуться два 

сусідніх числа, сума яких парна. 

Доведення 

Сума двох чисел буде парною, якщо обидва числа парні або непарні. Сума 

двох чисел буде непарною, якщо одне з них буде парне, а інше – непарне.  

Нехай сума будь-яких двох сусідніх чисел непарна, тоді парні і непарні числа 

повинні чергуватися. Значить, загальне число чисел буде парним, а за 

умовою чисел є 2019 – число непарне. Отже, припущення зроблено 

неправильно і в дійсності знайдуться два числа, сума яких парна. 

6.10.10. Чи можна записати по кругу 2019 натуральних чисел так, щоб сума 

будь-яких двох сусідніх чисел була непарною? 

Розв’язання 

Не можна. Якщо сума будь-яких двох сусідніх чисел непарна, то парні і 

непарні числа послідовно чергуються. Але оскільки всього чисел 2019 – 
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непарне число, то перше і останнє числа обоє парні або обоє непарні, а вони 

стоять поруч. 

6.10.11. 2019 осіб вишикувані в шеренгу. Чи завжди можна розставити їх за 

зростом, якщо дозволяється переставляти будь-яких двох осіб, які стоять 

тільки через одну? 

Розв’язання 

Не завжди. Якщо найнижча і найвища особи стоять на парних місцях, то 

жодна з них не буде першою, бо при вказаних перестановках парність 

зберігається. 

6.10.12. Чи існують цілі числа х, у, z, які задовольняють рівність: 

(х+у)(у+z)(z+х)=2019? 

Розв’язання 

Якби такі три числа х, у та z існували, принаймні два з них мали би 

однакову парність. Припустимо, це пара чисел х та у. тоді сума х+у – 

парна, а отже парним мав би бути й добуток (х+у)(у+z)(z+х). число ж 

2019, якому цей добуток повинен дорівнювати, - непарне. Одержана 

суперечність показує, що цілих чисел, які задовольняють умову, не існує. 

Відповідь. Таких чисел не існує. 

6.10.13. В пробірці є 2019 червоних амеб, 2020 синіх амеб і 2021 зелених амеб. 

Дві амеби різних кольорів можуть зливатися в одну амебу третього кольору. 

Після декількох зливань в пробірці залишилась одна амеба. Якого вона 

кольору? 

Розв’язання 

Сумарна кількість амеб двох будь-яких кольорів при будь-якому зливанні 

зберігає свою парність (або зникає амеба одного кольору і з’являється 

амеба іншого кольору, або амеби двох кольорів зникають). Тому ні червона, 
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ні зелена амеба в пробірці залишитися не можуть (бо тоді сума Ч + З 

стала б непарною, а на початку вона була парною). 

Отже, в пробірці залишиться синя амеба (суми Ч + С і С + З були 

непарними). 

Відповідь. Синього. 

 

Тема 11. Задачі на стратегію гри 

6.11.1. Маємо 2019 сірників. За один хід можна взяти будь-яку кількість від 1 до 

5 сірників. Грають двоє. Програє той, хто не може зробити хід. Хто з двох 

гравців – перший чи другий, може забезпечити собі виграш? 

Розв’язання 

Перший гравець своїм першим ходом забирає 3 сірники і в коробці 

залишиться 2016 сірників. Оскільки 2016  6, то далі стратегія гри першого 

гравця така: якщо другий гравець забирає n сірників (1  n  5), то перший 

забирає 6-n сірників, тобто доповнює ходи другого гравця до шести 

сірників. Після цього загальна кількість сірників в коробці зменшиться на 6. 

Граючи в такий спосіб, перший гравець здобуде перемогу. 

Відповідь. Виграє перший гравець. 

6.11.2. Двоє гравців по черзі дістають з скриньки кульки. Програє той, хто 

забирає останню кульку. Хто може забезпечити собі перемогу, якщо 

спочатку в скриньці було 2019 кульок і за один хід можна виймати не менше 

однієї і не більше пʼяти кульок? 

Розв’язання 

Перший гравець своїм першим ходом забирає 2 кульки і в скриньці 

залишиться 2017 кульок. Оскільки 2017 при діленні на 6 дає остачу 1, то 
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далі стратегія гри першого гравця така: за кожен наступний хід він 

повинен брати стільки кульок, щоб у сумі з кульками, які взяв другий 

гравець, було 6 кульок, а в кінці гри залишилася одна кулька, яка дістанеться 

другому гравцю. Граючи в такий спосіб, перший гравець здобуде перемогу. 

Відповідь. Виграє перший гравець. 

6.11.3. Двоє грають в таку гру: на столі лежить коробка сірників, і вони по черзі 

беруть звідти сірники. За один хід дозволяється взяти від одного до десяти 

сірників. Виграє той, хто забере останній сірник. Хто виграє: той хто 

починає гру чи його суперник, якщо в коробці 2019 сірників? 

Розв’язання 

Перший гравець своїм першим ходом забирає 6 сірників і в коробці 

залишиться 2013 сірників. Оскільки 2013  11, то далі стратегія гри 

першого гравця така: якщо другий гравець забирає n сірників (1  n  10), то 

перший забирає 11 - n сірників. Після цього загальна кількість сірників в 

коробці зменшиться на 11. Граючи в такий спосіб, перший гравець здобуде 

перемогу. 

Відповідь. Виграє перший гравець. 

6.11.4. На столі лежить 2019 сірників. Два хлопчики по черзі можуть взяти 1 

або 2 сірники. Виграє той, хто візьме останнього сірника. Хто виграє при 

правильній грі і як він повинен грати? 

Розв’язання 

Помічаємо, що число 2019 ділиться на 3. Звідси маємо стратегію для 

другого гравця: кожним своїм ходом він бере стільки сірників, щоб в сумі із 

взятими першим гравцем становило 3. Граючи в такий спосіб, другий 

гравець здобуде перемогу. 

Відповідь. Виграє другий гравець. 
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6.11.5. На дошці записано число 2019. Два гравці грають у таку гру. За один хід 

треба відняти від числа, що записане на дошці, будь-який його дільник та 

записати на дошці одержану різницю замість попереднього числа. Програє 

той гравець, після ходу якого на дошці буде записано число 0. Хто з гравців 

може забезпечити собі виграш? 

Розв’язання 

Помічаємо, що всі непарні числа мають тільки непарні дільники. Отже, 

якщо гравець ходить з непарного числа, то йому доведеться записати на 

дошці парне число. Звідси маємо стратегію для другого гравця: кожним 

своїм ходом віднімати від записаного числа 1. Тоді перший гравець завжди 

буде починати  з непарного числа і записувати парне число. Оскільки числа 

на дошці постійно зменшуються, колись перший гравець буде змушений 

записати 0. 

Відповідь. Виграє другий гравець. 

6.11.6. На столі лежать 2019 монет. Двоє грають таку гру: ходять по черзі; за хід 

перший може взяти зі стола будь-яке непарне число монет від 1 до 99, 

другий – будь-яке парне число монет від 2 до 100. Програє той, хто не може 

зробити хід. Хто виграє при правильній грі? 

Розв’язання 

Опишемо стратегію першого гравця. Першим ходом він повинен взяти зі 

столу 99 монет. Кожним наступним ходом, якщо другий гравець бере х 

монет, то перший гравець повинен взяти 101-х монет (він завжди це може 

зробити, бо якщо х – парне число від 2 до 100, то ()не число від 1 до 99). 

Оскільки 2019=101·19+99+1, то через 19 таких «відповідей» після ходу 

першого на столі залишиться 1 монета, і другий не зможе зробити хід, 

тобто програє. 

Відповідь. Виграє перший гравець. 
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6.11.7. Є дві великі коробки, в одній 2018 цукерок, а в другій 2019. Грають двоє, 

ходять по черзі. За один хід кожний може зʼїсти будь-яку кількість цукерок, 

відмінну від нуля, з будь-якої коробки. Правила гри не допускають, щоб 

після деякого ходу число цукерок в одній із коробок ділилося на число 

цукерок в іншій. Програє той, хто не може зробити хід, не порушивши цієї 

умови. Хто зможе виграти: перший чи другий гравець? 

Розв’язання 

Для того, щоб виграти, перший гравець після кожного свого ходу повинен 

створювати ситуацію, коли в одній із коробок залишатиметься 2п цукерок, 

а в другій 2п+1 (п – натуральне число).  

Діючи таким чином, перший гравець зведе гру до того, що в одній коробці 

залишиться дві цукерки, а в другій три. Після цього другий гравець програє, 

який би хід він не зробив. 

Відповідь. Виграє перший гравець. 

6.11.8. В трьох купках лежать предмети, по 2019 предметів у кожній. За хід 

дозволяється взяти довільне число предметів, але тільки з однієї купки. 

Програє гравець, який не може зробити черговий хід. Хто виграє при 

правильній грі? 

Розв’язання 

Виграшна стратегія для першого гравця: насамперед забрати всі 

предмети з однієї купки, тоді гра зводиться до гри «дві купки по 2019 

предметів, в якій «перший» гравець грає другим». 

В новій грі першому« гравцю досить «грати симетрично», повторюючи 

ходи першого, але тільки в другій купці. Тоді після ходів другого гравця 

кількість предметів у купках стає рівною.  
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Отже, ситуація, коли в обох купках не залишиться жодного предмета, 

настає після ходу другого, а, значить, він виграє. 

Відповідь. Виграє «перший» гравець. 

6.11.9. Малюк і Карлсон грають в таку гру: вони беруть шоколадку 2018х2019 і 

по черзі викушують із неї «по клітинках» шматочки (не обовʼязково із краю): 

Карлсон – 2х2, Малюк – 1х1. Якщо не залишилося жодного шматочка 2х2, то 

весь шоколад, що залишився, доїдає Малюк. Виграє той, хто більше зʼїсть. 

Починає гру Малюк. Хто виграє при правильній грі? 

Розв’язання 

 Нехай Малюк кожним своїм ходом зʼїдає одну 

із 1018081 позначених частинок. Оскільки 

кожним ходом Карлсон також зʼїдає рівно 

одну позначену частинку, то після 509040-го 

ходу Карлсона позначених частинок не 

залишиться, а значить не залишиться жодного квадрата 2х2, і наступні 

ходи буде робити тільки Малюк. 

Відповідь. Виграє Малюк. 

6.11.10. Гра починається із числа 10. Два гравці роблять ходи почергово. За 

один хід дозволяється помножити наявне число на будь-яку цифру від 2 до 9 

включно. Виграє той, хто першим запише число, більше за 2019. Хто з них 

має виграшну стратегію? 

Розв’язання 

На яку б цифру не помножив 10 перший гравець, він може отримати 

число від 20 до 90 включно. У кожному з цих випадків другий гравець матиме 

змогу записати число з відрізка [111;221]. Тоді число, записане на другому 
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кроці першим гравцем, попаде на відрізок [222;1989]. Помноживши це число, 

наприклад, на 9, другий гравець переможе. 

Відповідь. Виграє другий гравець. 

 

Тема 12. Задачі на розфарбовування 

6.12.1. Кожне ціле число на координатній прямій пофарбовано в один із двох 

кольорів – білий або чорний, причому числа 2018 і 2019 пофарбовані різними 

кольорами. Чи обовʼязково можна знайти три однаково пофарбовані цілі 

числа, сума яких дорівнює нулю? 

Розв’язання 

Припустимо, що таких цілих чисел немає. Нехай, для визначеності, число 

2018 пофарбовано в чорний колір, а число 2019 – в білий. Розглянемо два 

випадки: 

1) Число 0 пофарбовано в білий колір. Оскільки числа 0 і 2019 – білі, то 

число -2019 пофарбовано в чорний колір. Із того, що числа -2019 і 2018 – 

чорні і -2019+2018+1=0 слідує, що число 1 – біле. Аналогічно, оскільки числа 

0 і 1 – білі, то число -1 повинно бути чорним.  

Далі, числа -1 і 2018 – чорні, значить, число -2017 – біле, тоді число 2017 – 

чорне. Числа -2017 і 2019 – білі, 2019+(-2017)+(-2)=0, тому число -2 – чорне, 

тоді число 2 – біле. 

Таким чином, числа 1 і 2 пофарбовані в білий колір. Нехай число п – 

найменше натуральне число, яке пофарбовано в чорний колір, тоді число –п 

пофарбовано в білий колір. Оскільки 1+(п-1)+(-п)=0, п>2 і ці три числа – білі, 

то отримали протиріччя. 
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2) Число 0 пофарбовано в чорний колір. Оскільки числа 0 і 2018 – чорні, то 

число -2018 пофарбовано в білий колір. Із того, що числа -2018 і 2019 – білі і -

2018+2019+(-1)=0 слідує, що число -1 – чорне. Аналогічно, оскільки числа 0 і -

1 – чорні, то число 1 повинно бути білим. Далі, числа 1 і -2018 – білі, значить, 

число 2017 – чорне, тоді число -2017 – біле. Числа -2017 і 2019 – білі, (-

2019)+2017+(-2)=0, тому число -2 – чорне. 

Таким чином, числа -1 і 2 пофарбовані в чорний колір. Нехай число -m – 

найбільше ціле відʼємне число, яке пофарбовано в білий колір, тоді число m 

пофарбовано в чорний колір. Оскільки -1+(-m+1)+m=0, -m>2 і ці три числа – 

чорні, то отримали протиріччя. 

Відповідь. Обовʼязково. 

6.12.2. Чи можна пофарбувати клітчастий квадрат2019х2019 у два кольори – 

чорний і білий (кожна одинична клітка фарбується одним із цих кольорів) – 

таким чином, щоб кожна чорна клітка  мала двох білих сусідів, а кожна біла 

клітка – двох чорних сусідів (сусідами вважаємо клітинки, які мають спільну 

сторону)? 

Розв’язання 

Припустимо, що таке заповнення можливе, і порахуємо кількість 

одиничних відрізків, які служать спільною межею сусідніх чорної і білої 

кліток. З однієї сторони, кожний такий відрізок прилягає рівно до однієї 

білої клітки, і за умовою до кожної білої клітки прилягає рівно два таких 

відрізки. Отже, кількість розглядуваних відрізків дорівнює подвоєній 

кількості білих кліток. 

Аналогічно кількість розглядуваних відрізків дорівнює подвоєній кількості 

чорних кліток. Але тоді білих і чорних кліток повинно бути порівну, що 

неможливо, бо їх загальна кількість 2019
2
 – непарне число.  

Відповідь. Не можна. 
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6.12.3. Куб розрізали на 2019х2019х2019 маленьких кубиків. Спочатку в 

кожному маленькому кубику сидів жук. Потім кожний жук переповз у 

сусідній кубик (сусідніми вважаються кубики, які мають спільну грань). Чи 

можливо, щоб після цього в кожному маленькому кубику знову сидів один 

жук? 

Розв’язання 

Розфарбуємо кубики у шаховому порядку у два кольори – білий і чорний. 

Оскільки кубиків всього непарна кількість, то жуки, які сидять в кубиках 

одного кольору, повинні переповзти в кубики іншого кольору. Але число таких 

кубиків завідомо має іншу парність. 

Відповідь. Це неможливо. 

6.12.4. Кожна клітка таблиці 2019х2019 зафарбована в один із двох кольорів. За 

один хід дозволяється всі клітки будь-якої стрічки (або стовпчика) 

перефарбувати в той колір, який частіше зустрічається в цій стрічці 

(стовпчику). Чи можна перефарбувати всю таблицю в один колір? 

Розв’язання 

Спочатку перефарбуємо таблицю в смугу: кожну стрічку в той колір, 

який в ній частіше зустрічається. Потім також перефарбуємо стовпчики. 

Відповідь. Можна. 
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Тема 1. Цілі вирази 

7.1.1. Якою цифрою закінчується значення виразу: 2019·2019-2018·2018? 

Відповідь. 7. 

7.1.2. Знайдіть останню цифру значення виразу 1·2·3·…·2018-1·3·5·…·2019. 

Розв’язання 

Вираз 1·2·3·…·2018 містить число 10 як множник. А тому значення цього 

виразу закінчується цифрою 0. Вираз 1·3·5·…·2019 містить число 5 своїм 

множником. Тому значення цього виразу закінчується цифрою 5. Отже, 

даний в умові вираз закінчується цифрою 5. 

Відповідь. 5. 

7.1.3. Доведіть, що число 1·2·3·…·1009+1010·1011·1012·…·2018 ділиться на 

2019. 

Доведення 

1·2·3·…·1009+1010·1011·1012·…·2018= 

=1009!+(2019-1009)(2019-1008)(2019-1007)·…·(2019-1)= 

=1009!+2019·п-1009!=2019п, де п – деяке ціле число. 

7.1.4. Знайдіть значення виразу:  

1!·3 – 2!·4+3!·5–4!·6+…-2018!·2020+2019!. 

Розв’язання 

Маємо n! (n + 2) = n! (n+1+1) = (n +1)! + n!. 

1!·3 – 2!·4+3!·5–4!·6+…-2018!·2020+2019!= 

=2!+1!-3!-2!+4!+3!-5!-4!+…-2019!-2018!+2019!=1. 

Відповідь. 1. 
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7.1.5. Чи може сума попарних добутків трьох послідовних натуральних чисел 

дорівнювати 201820192020? 

Розв’язання 

Сума попарних добутків трьох послідовних натуральних чисел (п-1), п і  

(п+1) має вигляд: п(п-1)+п(п+1)+(п-1)(п+1)=п
2
-п+п

2
+п+п

2
-1=3п

2
-1, тобто 

не ділиться на 3. 

Число ж 201820192020 ділиться на 3, бо  

2+0+1+8+2+0+1+9+2+0+2+0=27 27 ділиться на 3. 

Відповідь. Не може. 

7.1.6. Чи існують 20 послідовних натуральних чисел, сума яких ділиться на 19? 

Розв’язання 

Нехай такі числа існують: п, п+1, п+2, …, п+19 і їх сума дорівнює 19k (п і 

k – натуральні числа).  

Маємо рівняння: п+ п+1+п+2+…п+19=19k, (2п+19)·10=19k. 

При k=30 маємо 2п+19=57, звідки п=19. Тому вже є розвʼязок: 

19+20+21+…+38=570, а 570 ділиться на 19. 

Відповідь. Існують. 

7.1.7. Нехай n – натуральне число. Десятковий запис числа 5n складається із 

2019 пʼятірок і 2019 шісток. Знайдіть суму цифр числа n. 

Розв’язання 

Очевидно, що число n має таку саму суму цифр, як і число 2·5п. при 

звичайному множенні на 2 в «стовпчик», помічаємо, що кожна «5» дає «0», 

а кожна «6» дає «2». Крім того, до кожного розряду, із попереднього, 

додається по 1. Тому сума всіх цифр числа 10п дорівнює 
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0·2019+2·2019+4038=8024. 

Відповідь. 8024. 

 

Тема 2. Степінь з натуральним показником 

7.2.1. Обчисліть: (20
1
)

9
. 

Розв’язання 

(20
1
)

9
=2

9
·10

9
=5120…0 (девʼять нулів). 

Відповідь. 5120…0 (девʼять нулів). 

7.2.2. Обчисліть: 3
7
-3

4 
-3

4
-3-3. 

Розв’язання 

3
7
-3

4
-3

4
-3-3=2187-81-81-3-3=2019. 

Відповідь. 2019. 

7.2.3. Знайдіть цілі значення k, m, n, p, де k>m>n> p, що задовольняють рівність  

2
k
-2

m
+2

n
+2

p
=2019. 

Розв’язання 

Оскільки 2
10

=1024, 2
11

=2048 і k – найбільше із наведених цілих чисел, то 

k=11. Очевидно, що р=0, бо 2019 – непарне число. Далі методом перебору 

знаходимо m=5 і n=1. 

Перевірка: 2
k
-2

m
+2

n
+2

p
=2048-32+2+1=2019 

Відповідь. k=11, m=5,  n=1, р=0. 

7.2.4. Обчисліть: 2
2019

-2
2018

-2
2017

-…-2
2
-2-1. 

Розв’язання 
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2
2019

-2
2018

-2
2017

-…-2
2
-2-1=2

2018
(2-1)-2

2017
-…-2

2
-2-1=2

2017
(2-1)-2

2016
-…-2

2
-2-1= 

=2
2
(2-1)-2-1=2(2-1)-1=1. 

Відповідь. 1. 

7.2.5. Яке із пʼяти запропонованих у відповідях чисел не є дільником числа  

19
2018

+19
2020

? 

А: 2            Б: 19            В: 28           Г: 38           Д: 181. 

Розв’язання 

19
2018

+19
2020

=19
2018

·(1+19
2
)=19

2018
·(1+361)=19

2018
·362. 

Відповідь. 28. 

7.2.6. Знайти знаменник дробу 
     

     після його скорочення. 

Розв’язання 

Оскільки в чисельник входять множники 20; 40 = 20 · 2; 60 = 20 · 3; 80 = 

20 · 4; … ; 2000 = 20 · 100, то чисельник ділиться на 20
19

. Тому після 

скорочення дробу вийде ціле число. 

Відповідь. 1. 

7.2.7. Знайти дві останні цифри суми 20! + 19!. 

Відповідь. …00. 

7.2.8. Якою цифрою закінчується число 2
20

 + 2
19 

? 

А: 0            Б: 2            В: 4           Г: 6           Д: 8 

Відповідь. Цифрою 0. 

7.2.9. Знайдіть останню цифру числа 19
20

+20
19

. 

Розв’язання. 
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Остання цифра числа 19
20

 є одиниця, а остання цифра числа 20
19

 є нуль. 

Тому останньою цифрою числа 19
20

+20
19

 є 1. 

Відповідь. 1. 

7.2.10. Знайдіть останню цифру числа 20
20!

+19
19!

. 

Розв’язання. 

Оскільки 20 в будь-якому степені закінчується цифрою 0, а 19 в парному 

степені (19! є парним числом) закінчується цифрою 1, то число 20
20!

+19
19!

 

закінчується цифрою 1. 

Відповідь. 1. 

7.2.11. Знайдіть останню цифру числа 2019
2020

. 

Відповідь. 1. 

7.2.12. Знайдіть останню цифру числа 2019·2
2019

. 

Розв’язання 

Оскільки 2
1
=2, 2

2
=4, 2

3
=8, 2

4
=16, 2

5
=32 і т.д., то остання цифра виразу 2

п
 

повторюється з періодом 4. Далі 2019:4=504 (ост.3), тому останньою 

цифрою виразу 2
2019

 є 8. Далі маємо 9·8=72. Отже, остання цифра є 2. 

Відповідь. 2. 

7.2.13. Знайдіть останню цифру числа 2019
2019

. 

Розв’язання 

Спочатку зауважимо, що остання цифра числа 2019
2019

 співпадає з 

останньою цифрою числа 9
2019

. Випишемо останні цифри декількох 

початкових степенів числа 9: 9; 1; 9; 1; … 

Оскільки при знаходженні останньої цифри чергового степеня числа 9 

досить помножити на 9 лише останню цифру попереднього степеня, то 

зрозуміло, що за девʼяткою слідує одиниця, а за одиницею – девʼятка. 
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Отже, непарні степені девʼятки закінчуються на 9. Тому остання цифра 

числа 2019
2019

 – девʼятка. 

Відповідь. 9. 

7.2.14. Знайдіть останню цифру числа             
. 

Розв’язання 

Число 9 в непарному степені дає число, яке закінчується цифрою 9, а в 

парному степені дає число, яке закінчується цифрою 1. Отже, останньою 

цифрою даного числа є цифра 1. 

Відповідь. 1. 

7.2.15. Чи є число             
 точним квадратом? 

Розв’язання 

Оскільки 2018
2017

 є парним числом, то дане число є точним квадратом. 

Відповідь. Так. 

7.2.16. Знайдіть останню цифра числа 5
2019

 ∙ (1 + 2 + 3 + 4 + … + 2019).  

Розв’язання 

Останньою цифрою числа 5
2019

 є цифра 5. Тому шукана остання цифра 

добутку залежить від парності числа (1 + 2 + 3 + 4 + … + 2019), а ця 

парність залежить від кількості непарних доданків у цій сумі. В останній 

сумі не порівну парних і непарних доданків, тому непарних серед них рівно 

1010. Таким чином ця сума є парним числом. Звідси випливає, що добуток 

числа, що закінчується на цифру 5 та парного числа має останню цифру 0. 

Відповідь. 0. 

7.2.17. Знайдіть останню цифру в десятковому записі числа S=2019
2018

+2019
2019

. 

Розв’язання 
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Оскільки 2019
2018

 і 2019
2019

 закінчуються відповідно цифрами 1 і 9, то їх 

сума закінчується цифрою 0. 

Відповідь. 0. 

7.2.18. Знайдіть передостанню цифру в десятковому записі числа 

S=2019
2018

+2019
2019

. 

Розв’язання 

Оскільки 2019
2018

+2019
2019

=2019
2018

(1+2019)=2019
2018

·2020= 

=2019
2018

·2000+2019
2018

·20=2019
2018

·2000+2019
2018

·2·10, то передостання 

цифра числа S збігається з останньою цифрою числа 2019
2018

·2. 

Остання цифра числа 2019
2018

·збігається з останньою цифрою числа 9
2018

 . 

Оскільки 9
2018

 закінчується цифрою 1, то 2019
2018

·2 закінчується цифрою 2. 

Відповідь. 2. 

7.2.19. Визначити дві останні цифри числа 2
2019

. 

Розв’язання 

Знайдемо послідовність остач від ділення на 100 чисел виду 2
п
 . Вона має 

вигляд: 

2;4;8;16; 32; 64; 28; 56; 12; 24; 48; 96; 92; 84; 68; 36; 72; 44; 88; 76; 52; 04;… . 

Бачимо, що, починаючи з другої остачі 4 для п=22, остачі від ділення 

повторюються з періодом 20. 

Оскільки 2019 при діленні на 20 дає остачу 19, то останні дві цифри числа 

2
2019

 такі ж, як дві останні цифри числа 2
19

, тобто 8 і 8. 

Відповідь. 8 і 8. 
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7.2.20. Число 
    

     
 записане у вигляді скінченного десяткового дробу. Яка 

цифра у нього стоїть на четвертому з кінця місці? 

Розв’язання 

Оскільки 
    

     
 

          

      
  то досить знайти четверту від кінця цифру 

числа 2019·5
2019

. Виконаємо послідовно декілька множень числа 2019 на 5: 

1) 2019·5=10095,      2) …0095·5=…0475,      3) …475·5=…2375, 

4) …375·5=…1875,   5) …1875·5=…9375,      6) …9375·5=…6875, 

7) …6875·5=…4375,   8) …4375·5=…1875. 

Як бачимо, далі будуть повторюватись останні цифри 1875, 9375, 6895, 

4375 і т.д. Період повторення дорівнює 4. Далі маємо: 2019-3=2016, 

2016:4=504.  

Отже, результат 2019-го множення буде закінчуватися на 4375. 

Четвертою цифрою з кінця є 4. 

Відповідь. 4. 

7.2.21. Чи ділиться число  7
2019

 – 2019 на 5 ? 

Розв’язання 

7
2019

 = 7
2016

  · 7
3
 = 7

4
 
·
 
504

  · 343 = (2401)
504

  · 343. 

2401
п
 – закінчується цифрою 1. Відповідно число 2401

504
  · 343 

закінчується на 3. Тому 7
2019

 – 2019 закінчується цифрою 4, а отже, не 

ділиться на 5 ? 

Відповідь. Не ділиться. 

7.2.22. Чи ділиться вираз 19
2019

 – 2019 на 5? 

Розв’язання 
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19
2019

 закінчується цифрою 9. Тому 19
2019

 – 2019 закінчується цифрою 0, а, 

отже, ділиться на 5. 

Відповідь. Ділиться. 

7.2.23. Чи ділиться число 10
2018

+2019 націло на 9? 

Розв’язання 

Сума цифр даного числа 1+2+1+9=13, а тому число не ділиться на 9. 

Відповідь. Не ділиться. 

7.2.24. Чи ділиться число 10
2019

+8 націло на 9? 

Розв’язання 

10
2019

+8=100…08 (2018 нулів). 

Сума цифр даного числа ділиться на 9, а тому й саме число ділиться на 9. 

Відповідь. Ділиться. 

7.2.25. Чи ділиться сума 2+2
2
+2

3
+…+2

2019
 на 3? 

Розв’язання 

Згрупуємо доданки даної суми по два. Отримаємо: 

(2+2
2
)+(2

3
+2

4
)+…+(2

2017
+2

2018
)+2

2019
=2(1+2)+2

3
(1+2)+…+2

2017
(1+2)+2

2019
= 

=3·(2
1
+2

3
+…+2

2017
)+2

2019
.Тепер очевидно, що дана сума не ділиться на 3. 

Відповідь. Не ділиться. 

7.2.26. Чи ділиться 19
2019

+19
2020

+19
2021

 на 57? 

Розв’язання 

Перетворимо дану суму: 19
2019

+19
2020

+19
2021

=19
2019

(1+19+19
2
)= 
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=(20+361)·19
2019

=381·19
2019

. Оскільки 381:3=127 і 19·3=57. Значить, дана 

сума ділиться на 57. 

Відповідь. Ділиться. 

7.2.27. Чи буде сума чисел 1+2+3+…+2017+2018+2019 ділитися на 2019? 

Розв’язання 

Подамо дану суму у вигляді таких доданків: 

(1+2018)+(2+2017)+…+(1009+1010)+2019. 

Оскільки кожний із доданків ділиться на 2019, то й вся сума буде 

ділитися на 2019. 

Відповідь. Буде. 

7.2.28. Куб натурального числа N ділиться на 2019. Чи слідує звідси, що й саме 

число N ділиться на 2019? 

Розв’язання 

2019=3·673. Числа 3 і 673 прості. Оскільки N
3
 ділиться на 3, то N 

ділиться на 3. Аналогічно з того, що N
3
 ділиться на 673, то й число N також 

ділиться на 673. Отже, N ділиться на 2019. 

Відповідь. Так, слідує. 

7.2.29. Доведіть, що 19+19
2
+19

3
+19

4
+…+19

2019
+19

2020
 ділиться націло на 20. 

Доведення 

19+19
2
+19

3
+19

4
+…+19

2019
+19

2020
=19(1+19)+19

3
(1+19)+…+19

2019
(1+19)= 

=20(19+19
3
+…+19

2019
). 

Оскільки в отриманому добутку множником є число 20, то даний вираз 

ділиться на 20. 
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7.2.30. Доведіть, що число 11…1, записане 2019-ма одиницями, ділиться на 37. 

Доведення 

Число, яке складається із 2019-ти одиниць можна записати так: 

111·10
2016

+111·10
2013

+…+111·10
3
+111=111·(10

2016
+10

2013
+…+10

3
+1). 

Оскільки 111 кратне 37, то й число кратне 37. 

7.2.31. Довести, що число 9
2019

 + 1 не ділиться на 100.  

Доведення 

Доведемо, що друга цифра числа 9
2019

 + 1 не нуль, тобто, що число 9
2019

 не 

закінчується цифрами 99. 

Відомо, що останні дві цифри добутку визначаються останніми двома 

цифрами множників. Випишемо останні дві цифри перших одинадцяти 

степенів дев’ятки: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

09 81 29 61 49 41 69 21 89 01 09 

Оскільки 9
11

 закінчується тими самими цифрами, що й 9
1
, то надалі 

піднесення дев’ятки до степеня ця послідовність буде періодично 

повторюватися з періодом 10. Отже, останні дві цифри числа 9
2019

 такі 

самі, як і в числа 9
9
, тобто 89, а число 9

2019
 + 1 закінчується на 90, тобто 

одним нулем. 

7.2.32. Довести, що число 2019
19

 + 19 не є квадратом іншого натурального 

числа. 

Доведення 

Оскільки 2019
19

 закінчується тими самими цифрами, що й 9
9
, то 

2019
19

=…89. Число 2019
19

 + 19 закінчуватиметься цифрою 8. Але квадрат 



97 
 

жодного натурального числа не може закінчуватися цифрою 8. Отже, 

число 2019
19

 + 19 не є квадратом іншого натурального числа. 

7.2.33. Довести, що число 2019
2019

+1 – складене. 

Розв’язання 

Число 2019
2019

 закінчується цифрою 9, тому число 2019
2019

 + 1 

закінчується цифрою 0, тобто воно складене. 

7.2.34. Довести, що число (2
2019

–1)(2
2019

+1) кратне 3. 

Доведення 

Із трьох послідовних натуральних чисел 2
2019

 – 1,   2
2019

 ,   2
2019

 + 1 одне 

обов’язково кратне 3.   2
2019

 не ділиться на 3. Отже, одне із двох чисел   2
2019

 

– 1  або   2
2019

 + 1  ділиться на 3, а значить, і їх добуток ділиться на 3. 

7.2.35. Знайти остачу від ділення 9
2019

 на 8. 

Розв’язання 

При діленні числа 9 на 8 маємо в остачі 1. Але 1
2019

 = 1. Тому остача від 

ділення 9
2019

 на 8 дорівнює 1. 

Відповідь. 1. 

7.2.36. Чи може число виду 2019
п
 містити порівну цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9? 

Розв’язання 

Якщо запис числа містить порівну всіх цифр від 1 до 9, то воно ділиться 

на суму цих цифр, тобто на 45. Але число 2019, а отже, й число 2019
п
 не 

ділиться на 5, і тому відповідь на питання – негативна. 

Відповідь. Не може. 

7.2.37. Знайдіть найбільший дільник числа 3
2019

+6, який менший від цього 

числа. 
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Розв’язання 

Помічаємо, що число дорівнює добутку свого найменшого дільника 

(відмінного від одиниці) на найбільший. Найменшим дільником числа 2019 є 

число 3, тому 3
2019

+6=3·(3
2018

+2). Отже, найбільший дільник 3
2018

+2. 

Відповідь. 3
2018

+2. 

7.2.38. Знайдіть найбільший спільний дільник чисел a=2
2018

-1 та b=2
2019

+1. 

Розв’язання 

Спільний дільник даних чисел буде також дільником числа b-2 a=3. 

Аналізуючи остачі від ділення степенів двійки на 3 (2 в парному степені дає 

остачу 1, а в непарному – остачу 2), переконуємося, що кожне із заданих 

чисел на 3 ділиться. Тому НСД(a, b)=3. 

Відповідь. 3. 

7.2.39. Яка найбільша кількість натуральних чисел, що не перевищують 2019, 

можна позначити так, щоб добуток будь-яких двох позначених чисел була б 

точним квадратом? 

Розв’язання 

Знайдемо кількість натуральних чисел, квадрати яких не більші, ніж 2019. 

Таких чисел є 44, бо 44
2
=1936<2019, а 45

2
=2025>2019. Оскільки добуток 

двох точних квадратів є точним квадратом, то числа 1=1
2
, 4=2

2
, … , 

1936=44
2
 можуть бути позначеними. 

Відповідь. 44. 

7.2.40. Таня перемножила 20 двійок, а Ваня перемножив 19 пʼятірок. Тепер 

вони намагаються перемножити свої величезні числа. Якою буде сума цифр 

добутку? 

Розв’язання 
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Всього перемножується 20 двійок і 19 пʼятірок. Переставимо множники, 

чергуючи двійки і пʼятірки. Вийде 19 пар 2·5 і ще одна двійка. Отже, число 2 

треба 19 разів перемножити на 10. Вийде число, яке складається із цифри 2 

і 19 нулів: 2
20

·5
19

=2·2
19

·5
19

=2·(2·5)
19

=2000…0 (19 нулів). Сума цифр дорівнює 

2. 

Відповідь. 2. 

7.2.41. Число 5 піднесли до степеня 2019. Як ви думаєте, в отриманому числі 

більше, ніж 2019 цифр чи менше? 

Розв’язання 

Оцінимо кількість цифр числа 5
2019

 так:  

5
2019

=5
504

·
4+3

=(5
4
)

504
 ·5

3
=625

504
 ·125<1000

504
 ·125=125 ·(10

3
)

504
=125 ·10

1512
. 

Отримане число містить 1515 цифр. Отже, в десятковому записі числа 

5
2019

 менше, ніж 2019 цифр. 

Відповідь. Менше. 

7.2.42. Знайдіть суму цифр десяткового запису числа         ⏟    
         

. 

Розв’язання 

Зробимо такі перетворення:         ⏟    
         

     
 

 
 (        )   

     (        )        ⏟  
          

            ⏟  
             

     

Отже, шукана сума цифр дорівнює 1+2+5+9·2017+8+7+4=27+9·2017= 

=9·(3+2017)=9·2020=18180. 

Відповідь. 18180. 
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7.2.43. В рівності 2019 + 210 = 210 + 1205 пересунути дві цифри так, щоб 

вийшла правильна рівність. 

Розв’язання 

Легко перевірити справедливість рівності 2019 + 210 = 2
10

 + 1205. 

           2229 = 1024 + 1205. 

Відповідь. 2019 + 210 = 2
10

 + 1205. 

7.2.44. Знайдіть таке натуральне число k, що 2020! ділиться на 2019
k
, але не 

ділиться на 2020
k
. 

Розв’язання 

Розкладемо число 2019 на прості множники: 2019=3·673. В розкладі на 

прості множники числа 2019! Показник степеня у числа 3 буде досить 

великим, бо множник 3 входить у розклад кожного третього числа. 

Множник 673 входить тільки в розклад чисел виду 673p, де p – натуральне 

число, яке не перевищує 3. Отже, в розклад числа 2019! на прості множники 

число 673 ввійде із показником 3. Тому число 2020! буде ділитися на 2019
k
, де 

k=3.  

7.2.45. Знайдіть всі такі числа х, при яких числа х
2018

 і х
2019

 – різні, і найбільше з 

них менше за 1. 

Розв’язання 

Числа х
2018

 і х
2019

 однакові при х=0 або х=1. При х>1 маємо 1<х
2018

<х
2019

. 

При 0<х<1 маємо х
2019

<х
2018

<1. При х<0 маємо х
2019

<0 і х
2018

>0, тому 

х
2018

>х
2019

. 

Щоб виконувалась умова, що більше з цих чисел менше за одиницю, 

потрібно щоб -1<х<0. Отже, умова виконується, коли хє(-1;0) (0;1). 

Відповідь. хє(-1;0) (0;1). 
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7.2.46. Знайдіть усі пари натуральних чисел m і n, для яких виконується 

рівність:  

2019
n
-2018

n
=m

2019
. 

Відповідь. m=n=1. 

7.2.47. Знайдіть остачу від ділення числа 2019 на деяке одноцифрове число, 

якщо остача від ділення числа 1001 на це число дорівнює 5. 

Розв’язання 

Нехай дільником числа 1001 є число р (5<р≤9), при діленні на яке 1001 дає в 

остачі 5. Тоді 1001-5=996 р, 996=2
2
·3·83 р=6, а 2019:6=336(остача 3). 

Відповідь. 3. 

 

Тема 3. Многочлени 

7.3.1. Знайдіть суму коефіцієнтів многочлена, який одержимо, якщо у виразі  

(1+х-3х
2
)

2019
 розкриємо дужки і зведемо подібні доданки. 

Розв’язання 

Маємо              . Сума коефіцієнтів такого многочлена 

дорівнює значенню цього многочлена при х=1.  

Підставимо х=1 у вираз (1+х-3х
2
)

2019
. Маємо Р(1)= (1+1-3·1

2
)

2019
=-1. 

Відповідь. -1. 

7.3.2. Обчисліть суму коефіцієнтів того многочлена, який утвориться після 

піднесення до степеня: (8х
2
-5х-2)

2019
. 

Розв’язання 

Підставимо х=1 у вираз (8х
2
-5х-2)

2019
. Маємо Р(1)= (8-5-2)

2019
=1

2019
=1. 
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Відповідь. 1. 

7.3.3. Чи існує таке х, що х
3
-3х

2
+2х+2019=0? 

Розв’язання 

х
3
-3х

2
+2х=-2019,  х(х

2
-3х+2)=-2019,  х(х

2
-х-2х+2)=-2019,  х(х-1)(х-2)=-2019. 

Ліва частина рівності ділиться на 2, а права – ні. Тому не існує такого х, 

щоб виконувалася задана рівність. 

Відповідь. Не існує. 

7.3.4. Числа 201 і 2019 при діленні на натуральне число а дають однакові остачі. 

Знайдіть всі значення а. 

Розв’язання 

201=аm+р і 2019=аn+р, де m, n, р є N. 

(ап.+р)-(аm+р)=2019-201;  а(п- m)=1818; звідси 

а=2;3;6;9;18;101;202;303;606;909;1818. Оскільки числа 202, 303, 606, 909, 

1818 більші за 201,бо остача не може бути більшою за ділене, то маємо 

відповідь: 2, 3, 6, 9, 18, 101. 

Відповідь. 2, 3, 6, 9, 18, 101. 

 

Тема 4. Формули скороченого множення 

7.4.1. Доведіть, що значення числового виразу: 2019·2020·2021·2022+1 є 

квадратом натурального числа. 

Розв’язання 

Скористаємося рівністю п(п+1)(п+2)(п+3)+1=(п
2
+3п)(п

2
+3п+2)+1= 

=(п
2
+3п)

2
+2(п

2
+3п)+1=(п

2
+3п+1)

2
 при п=2019. 

2019·2020·2021·2022+1=(2019
2
+3·2019+1)

2
, що й треба було довести. 
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7.4.2. Доведіть, що значення числового виразу: 2018·2019·2020·2022·2023·2024 

є квадратом натурального числа. 

Вказівка. Справедливість твердження задачі випливає із такої тотожності: 

        
2

2 23 2 1 1 2 3 36 7n n n n n n n n         . 

7.4.3. Чи існують цілі числа m і n такі, що  

(m+2018)(m+2019)+(m+2019)(m+2020)+(m+3018)(m+2020)=n
2
. 

Розв’язання 

Позначимо m+2018=k. Тоді рівність набуває вигляду 

       21 1 2 2k k k k k k n        або  2 23 2 2n k k   . Остання 

рівність означає, що при діленні на 3 квадрата цілого числа одержимо 

остачу 2, а це неможливо. Дійсно, якщо 3n l , то  2 2 29 3 3n l l   і остача 

дорівнює 0. Якщо 3 1n l  , то  2 2 29 6 1 3 3 2 1n l l l l       і остача 

дорівнює 1. Якщо 3 2n l  , то  2 2 29 12 4 3 3 4 1 1n l l l l        і остача 

дорівнює 1.  

Відповідь: не існує. 

7.4.4. Доведіть, що число 2018
2
+2018

2

 
2019

2
+2019

2
 є квадратом цілого числа. 

Розв’язання 

Розвʼяжемо цю задачу у загальному вигляді: 

n
2
+n

2
(n+1)

2
+(n+1)

2
=n

4
+2n

3
+2n

2
+(n+1)

2
=n

4
+2n

2
(n+1)+(n+1)

2
=(n

2
+n+1)

2
. 

Дане число є значенням цього виразу при n=2018.  

Значить, 2018
2
+2018

2
·2019

2
+2009

2 
=(2008

2
+2009)

2
 – квадрат цілого числа. 

7.4.5. Доведіть, що число 20192019+20192018·20192019·20192020 є кубом 

цілого числа. 

Доведення 

Позначимо а=20192019. Тоді значення  заданого виразу дорівнюватиме 

а+(а-1)а(а+1)=а(1+(а-1)(а+1))=а(1+а
2
-1)=а·а

2
=а

3
. 
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7.4.6. Відомо, що а=3
2019

+2. Чи правильно, що а
2
+2 – просте число? 

Розв’язання 

Помічаємо, що дане число при діленні на 3 дає остачу 2, тобто, воно має 

вигляд: а=3t+2, де t – деяке натуральне число (в даному випадку t=3
2018

). Тоді 

а
2
+2=(3 t+2)

2
+2=9t

2
+12t+4+2=9t

2
+12t+6=3(3t

2
+4t+2), 

 тобто кратне трьом при будь-якому натуральному t. Отже, це число не є 

простим. 

Відповідь. Ні. 

7.4.7. Простим чи складеним є число 4
2019

+1? 

Розв’язання 

Скористаємося тотожністю різниці кубів: 

4
2019

+1=(4
673

)
3
+1

3
=(4

673
+1)((4

673
)

2
-4

673
·1+1

2
). Отже, це число складене. 

Відповідь. Складене. 

7.4.8. Перевірте, чи є число 2019
4
+4 простим. 

Розв’язання 

2019
4
+4=(2019

2
)

2
+2·2019

2
·2+2

2
-4·2019

2
=(2019

2
+2)

2
-(2·2019)

2
= 

=(2019
2
+2-2·2019)(2019

2
+2+2·2019). Це число складене. 

7.4.9. Чи є число 81
2019

+4 простим? 

Розв’язання 

Розглянемо допоміжний вираз х
4
+4=х

4
+4-4х

2
=(х

2
+2)

2
-(2х)

2
= 

=(х
2
-2х+2)(х

2
+2х+2). Тепер скористаємося цією формулою 

81
2019

+4=(3
2019

)
4
+4=((3

2019
)

2
-2·3

2019
+2)((3

2019
)

2
+2·3

2019
+2). 

Очевидно, що жоден з множників не дорівнює 1. Тому число 81
2019

+4 – 

складене. 
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Відповідь. Ні. 

7.4.10. Дослідити, просте чи складене число 2
2019

-1. 

Розв’язання 

Оскільки 2019=3·673, то задане число можна записати так: 

2
2019

-1=(2
673

)
3
-1=(2

673
-1)(2

1346
+2

673
+1), тобто його можна розкласти на два 

множники, кожен з яких є цілим числом і не дорівнює 1. Отже, 2
2019

-1 – 

складене число. 

7.4.11. Чи є число 1+(2
3
)

2019
 простим? 

Розв’язання 

Число 3
2019

 кратне трьом, тому його можна записати у такому вигляді: 

3
2019

=3п (де п – число натуральне). Тоді дане число запишеться так: 

1+2
3п

=1
3
+(2

п
)

3
=(1+2

п
)(1-2

п
+2

2п
). А це означає, що дане число є числом 

складеним. 

7.4.12. Відомо, що x і y – різні числа, причому (x–2018)(x–2019)=(y–2018)(y–

2019). Які значення може мати вираз x+y? 

Розв’язання 

В даній рівності розкриємо дужки, перенесемо все в ліву частину, і 

розкладемо її на множники:  

x
2
–y

2
–4037x+4037y=0  (x–y)(x+y–4037)=0.  

Оскільки xy, то x+y=4037.  

Відповідь:.4037. 

7.4.13. Два різних числа х і у (не обовʼязково цілих) такі, що х
2
-2019х=у

2
-2019у. 

Знайдіть суму чисел х і у. 

Розв’язання 
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х
2
-у

2
=2019(х-у);   (х-у)(х+у)=2019(х-у). 

оскільки числа х і у різні, то х-у≠0, то х+у=2019. 

Відповідь. 2019. 

7.4.14. Чому дорівнює х-у, якщо х=1
2
+2

2
+3

2
+…+2019

2
 і 

у=1·3+2·4+…+2018·2019? 

Розв’язання 

у=1·3+2·4+…+2018·2019=(2-1)(2+1)+(3-1)(3+1)+…+(2019-1)(2019+1)= 

=2
2
+3

2
+…+2019

2
-(1+1+…+1). У дужках 2018 доданків, кожний з яких 

дорівнює одиниці. Тому х-у=1
2
+(1+1+…+1)=1+2018=2019. 

Відповідь. 2019. 

7.4.15. Просте число p>2 і цілі числа х і у такі, що х
3
+у

3
=х

2
у+ху

2
+p

2019
. 

Доведіть, що х+у ділиться на p. 

Розв’язання 

x
3
+y

3
=x

2
y+xy

2
+p

2019(x–y)
2
(x+y)=p

2019
. Таким чином, числа (x–y)

2
 і x+y — 

степені p. Але (x–y)
2
 — парний степінь p, тому, x+y — непарний степінь p, 

тобто ділиться на p. 

7.4.16. Чи існує натуральне число, десятковий запис квадрата якого 

закінчується на 2019 ? 

Розв’язання 

Цифрою 9 закінчуються квадрати чисел, остання цифра яких 3 або 7, 

тобто чисел виду 10а±3 або 10а±7, де аN. 

Оскільки (10а±3)
2
=100а

2
±60а+9 і (10а±7)

2
=100а

2
±140а+49, то 

передостання цифра цього числа є парна. А в числі 2019 в розряді десятків є 

цифра 1, тобто непарна. 

Відповідь. Ні, не існує. 

7.4.17. Порівняти значення виразів: 2019
4
–2019

2
+1 та (2018∙2020)

2
+2018∙2020–1. 
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Розв’язання 

Позначимо через х=2018·2020, тоді х+1=2019
2
. Перше число дорівнює 

2019
4
–2019

2
+1=(х+1)

2
–(х+1)+1=х

2
+х+1. 

Друге число дорівнює (2018·2020)
2
+2018·2020–1=х

2
+х–1. 

Відповідь. Більшим є число 2019
4
–2019

2
+1. 

7.4.18. Розкладіть на множники: х
4
+2019х

2
+2018х+2019. 

Розв’язання 

х
4
+2019х

2
+2018х+2019=х

4
+х

3
+х

2
+2018(х

2
+х+1)-х

3
+1= 

=х
2
(х

2
+х+1)+2018(х

2
+х+1)-(х-1)(х

2
+х+1)=(х

2
+х+1)(х

2
+2018-х+1)= 

=(х
2
+х+1)(х

2
-х+2019). 

Відповідь. (х
2
+х+1)(х

2
-х+2019). 

7.4.19. Розкрийте дужки у виразі (1-х)
2
·(1+2х+3х

2
+…+2019х

2018
). 

Розв’язання 

(1-х)
2
·(1+2х+3х

2
+…+2019х

2018
)=(1-х)·(1-х)·(1+2х+3х

2
+…+2019х

2018
)= 

=(1-х)·(1+2х+3х
2
+…+2019х

2018
-х-2х

2
-3х

3
-…-2019х

2019
)= 

=(1-х)·(1+х+х
2
+…+х

2018
-2019х

2019
)= 

=1+х+х
2
+…+х

2018
-2019х

2019
-х-х

2
-…-х

2018
+х

2019
+2019х

2020
= 

=1-2018х
2019

+2019х
2020

. 

Відповідь. 1-2018х
2019

+2019х
2020

. 

7.4.20. Обчисліть: 
(             )(             )

     
. 

Розв’язання 
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Помічаємо, що 2009·2029+100=(2019-10)(2019+10)+100= 

=2019
2
-10

2
+100=2019

2
. 

Аналогічно, 1999·2039+400=(2019-20)(2019+20)+400= 

=2019
2
-20

2
+400=2019

2
. 

Тоді 
           

     
    

Відповідь. 1. 

7.4.21. Обчисліть: 
    

                                       
  

Розв’язання 

Нехай х=201920192019.  

Тоді початковий вираз дорівнює 
    

   (   )(   )
       

Відповідь. 2019. 

7.4.22. Знайдіть значення виразу 
(     )          

       
 при а=2020, b=2019, с=2018. 

Розв’язання 

Чисельник дорівнює а
4
+2а

2
b

2
+b

4
-4а

2
 b

2
-с

2
=(а

2
- b

2
)

2
-с

2
=(а

2
- b

2
+с)(а

2
- b

2
-с), і 

після ділення на знаменник отримаємо: 

а
2
- b

2
-с=(а- b)(а+ b)-с=2020+2019-2018=2021. 

Відповідь. 2021. 

7.4.23. Скоротіть дріб: 
       

                
  

Розв’язання 
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(      )(            )

    (            )
 

      

    
  

Відповідь. 
      

    
. 

7.4.24. Доведіть, що 20
2019

+19
2019

 ділиться на 13. 

Доведення 

Оскільки а
п
+b

п
 ділиться на а+b при непарному п, а число 2019 непарне, то 

20
2019

+19
2019

 ділиться на 20+19=39=3·13. 

7.4.25. Знайдіть найбільший спільний дільник чисел А=2
2019

-1 і В=2
2016

-1. 

Розв’язання 

Оскільки А-В=2
2019

-2
2016

=2
2016

(2
3
-1)=2

2016
·7 і числа А і В непарні, то їх НСД 

дорівнює 7 або 1. Але А=2
2019

-1=(2
3
-1)(2

2016
+2

2013
+…+2

3
+1) ділиться на 7, а 

тому В=А-(А-В) ділиться на 7. 

Відповідь. НСД(А,В)=7. 

7.4.26. Чи існують цілі числа m та n такі, що 7m
2
-5n

2
=2019? 

Розв’язання 

Запишемо задане рівняння у вигляді 2(n
2
+1)=7n

2
-7m

2
+2021. Оскільки тут 

права частина ділиться на 7 при m, n є Z, а n
2
+1 при діленні на 7 дає лише 

остачі 1, 2, 3, 5, то рівняння не має розвʼязків у цілих числах. 

Відповідь. Існують. 

7.4.27. Чи можна подати число (1+2
2018

)·2
2019

 подати у вигляді суми квадратів 

двох натуральних чисел? 

Розв’язання 

(1+2
2018

)·2
2019

=2
2019

+2
4037

=2·(2
2018

+2
4036

)=(2
2018

+2
4036

)+(2
2018

+2
4036

)= 
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=(2
2018

+2
4036

)+(2
2018

+2
4036

)+2·2
1009

·2
2018

-2·2
1009

·2
2018

= 

=(2
2018

+2·2
1009

·2
2018

+2
4036

)+(2
2018

-2·2
1009

·2
2018

+2
4036

)= 

=(2
2018

+2
4036

)
2
+(2

2018-
2

4036
)

2
. 

Відповідь. Можна. 

7.4.28. Подайте числовий вираз 2·2019
2
+2·2020

2
 у вигляді суми квадратів двох 

натуральних чисел. 

Розв’язання 

Нехай 2019=а тоді 2020=а+1. Дістанемо: 2·2019
2
+2·2020

2
=2а

2
+2(а+1)

2
= 

=4а
2
+4а+2=(2а+1)

2
+1

2
=4039

2
+1

2
. 

Відповідь. 4039
2
+1

2
. 

7.4.29. Чи може число 101010…10, запис якого містить 2019 одиниць і стільки 

ж нулів, бути записане у вигляді суми двох квадратів натуральних чисел?  

Розв’язання 

Оскільки 2+0+1+9=12, то дане число ділиться на 3, але не ділиться на 9. 

Припустимо, що існують такі натуральні числа М і N, що 

М
2
+N

2
=101010…10. 

1) Якщо М=3m і N=3п, то М
2
+N

2
=9(m

2
+п

2
), тобто дане число ділиться на 

9, що неможливо. 

2) Якщо М=3m±1 (число М не ділиться на 3), а N=3п, то 

М
2
+N

2
=9m

2
+9п

2
±6m+1, тобто дане число не ділиться на 3, що суперечить 

попередньому. 

3) Якщо М=3m±1, то N=3п±1, то М
2
+N

2
=9m

2
+9п

2
±6m±6п+2. Це число 

теж не ділиться на 3. 

Отже, згаданий в задачі запис неможливий. 
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7.4.30. Чи можна число 2019 подати у вигляді різниці квадратів двох 

натуральних чисел? 

Розв’язання 

Нехай а
2
-b

2
=2019. Тоді (а-b)(а+b)=2019. Оскільки 2019=3·673=1·2019, то 

{
        

      
 або {

         
      

 

звідки а=338, b=335 або а=1010, b=1009. 

Відповідь. Можна. 

7.4.31. Розвʼяжіть рівняння: 
      

      
 

      

      
  

Розв’язання 

Розкриємо задану пропорцію: 

(х-2019)
2
=(х-2020)

2
 або (х-2019)

2
-(х-2020)

2
=0. 

Скористаємося формулою різниці квадратів:  

(х-2019-х+2020)(х-2019+х-2020)=0, звідки х=2019,5. 

Відповідь. 2019,5. 

7.4.32. Розвʼяжіть рівняння: (х-2
1009

)
2
+(х+2

1009
)

2
=2

2019
. 

Розв’язання 

х
2
-2х·2

1009
+2

2018
+х

2
+2х·2

1009
+2

2018
=2

2019
; 

2х
2
+2·2

2018
=2

2019
; 

х
2
+2

2018
=2

2018
;   х=0. 

Відповідь. 0. 
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7.4.33. Для будь-яких чисел а і b операція а  b визначається так: а   а
2
-b

2
. 

Обчисліть: (2020 2019)  (2019 2018). 

Розв’язання 

1) 2020 2019=2020
2
-2019

2
=(2020-2019)(2020+2019)=1·4039=4039; 

2) 2019 2018=2019
2
-2018

2
=(2019-2018)(2019+2018)=1·4037=4037; 

3) 4039 4037=4039
2
-4037

2
=(4039-4037)(4039+4037)=2·8076=16152. 

Відповідь. 16152.  

7.4.34. Яке найменше невідʼємне число можна отримати шляхом розстановки 

перед числами 1
2
, 2

2
, 3

2
, … ,2019

2
 знаків «+» і «-», і наступного виконання 

вказаних операцій? 

Розв’язання 

Розглянемо квадрати чотирьох послідовних натуральних чисел k
2
, (k+1)

2
, 

(k+2)
2
, (k+3)

2
. З них при відповідній розстановці знаків можна отримати 

число 4: k
2
-(k+1)

2
-(k+2)

2
+(k+3)

2
=4. 

Тоді з квадратів восьми послідовних натуральних чисел можна отримати 

при відповідній розстановці знаків «+» і «-» число 0.  

Оскільки 2019:8=252(остача 3), то розібʼємо числа 4
2
, 5

2
, … , 2019

2
 на 

вісімки послідовних чисел і розставимо знаки «+» і «-» так, щоб в кожній 

такій вісімці отримався 0.  

Потім із трьох чисел 1
2
, 2

2
, 3

2
 дістаємо -1

2
-2

2
+3

2
=-1-4+9=4. Отже, число 

4 є шуканим найменшим невідʼємним числом, яке задовольняє заданим 

умовам. 

Перевірка. -1
2
-2

2
+3

2
+(4

2
-5

2
-6

2
+7

2
)+(-8

2
+9

2
+10

2
-11

2
)+…+ 

+(2012
2
-2013

2
-2014

2
+2015

2
-2016

2
+2017

2
+2018

2
-2019

2
)=-1-4+9+0+…+0=4. 
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Відповідь. 4. 

7.4.35. Відомо, що додатні числа а1, а2, а3, а4, а5, b1, b2, b3, b4, b5 задовольняють 

умови: а1
2
+а2

2
+а3

2
+а4

2
+а5

2
=2019

2
, b1

2
+b2

2
+b3

2
+b4

2
+b5

2
=2018

2
, 

а1 b1+а2 b2+а3 b3+а4 b4+а5 b5=2019·2018. Знайдіть відношення а1: b1. 

Розв’язання 

Зробимо такі перетворення: 2018
2
(а1

2
+а2

2
+а3

2
+а4

2
+а5

2
)=2018

2
·2019

2
, 

2019
2
(b1

2
+b2

2
+b3

2
+b4

2
+b5

2
)=2019

2
·2018

2
, 

-2·2018·2019(а1 b1+а2 b2+а3 b3+а4 b4+а5 b5)=-2·2018
2
·2019

2
. 

Додамо ці рівності: 

2018
2
(а1

2
+а2

2
+а3

2
+а4

2
+а5

2
)+2019

2
(b1

2
+b2

2
+b3

2
+b4

2
+b5

2
)- 

-2·2018·2019(а1 b1+а2 b2+а3 b3+а4 b4+а5 b5)=0. 

Звідси (2018а1-2019b1)
2
+(2018а2-2019b2)

2
+(2018а3-2019b3)

2
+ 

+(2018а4-2019b4)
2
+(2018а5-2019b5)

2
=0. 

Оскільки сума пʼяти квадратів може дорівнювати нулю тоді і тільки тоді, 

коли кожний доданок нульовий, то 2018а1-2019b1=0. Звідси а1: b1=2019:2018. 

Відповідь. 2019:2018. 

7.4.36. Чи існують такі цілі числа k,m, що k
3
+ m

3
=2019? 

Розв’язання 

Якщо число п при діленні на 3 дає остачі 0, 1, 2, то число п
3
 при діленні на 

9 матиме відповідно остачі 0, 1, 2, 7, 8. Тому вона не може дорівнювати 

числу 2019 з остачею 3 від ділення на 9. 

Відповідь. Не існують. 
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7.4.37. Яке з чисел більше: 2020
2018

·2018
2020

 чи 2019
2019

? 

Розв’язання 

Покажемо, що друге число більше за перше. Для цього розглянемо 

відношення першого числа до другого. Це відношення можна перетворити 

таким чином: 

                 

(    )      
 

(      )     (      )    

(    )        
  

=
(       )

    
 (      ) 

(     )           (  
 

     )
    

 (  
 

    
)

 
  

Бачимо, що відношення дорівнює добутку двох чисел, кожне з яких менше 

за одиницю. Отже, й саме відношення менше за одиницю. 

7.4.38. Доведіть, що 2019
2020

-1 кратне 2018. 

Розв’язання 

Використаємо формулу х
n
-а

n
=(х-а)(х

n-1
+ х

n-2
а+ х

n-3
а

2
+…+ а

n
). 

При а=1 маємо х
n
-1=(х-1)(х

n-1
+ х

n-2
+ х

n-3
+…+ 1).  

Тоді 2019
2020

-1=(2019-1)(2019
2019

+2019
2018

+…+2019+1), що ділиться на 

2018. Твердження доведено. 

7.4.39. Доведіть, що сума 1
3
+2

3
+…+2018

3
 ділиться на 2019. 

Доведення 

Перетворимо даний вираз: 

1
3
+2

3
+…+2018

3
=(1

3
+2018

3
)+(2

3
+2017

3
)+(3

3
+2016

3
)+…+(1009

3
+1010

3
). 

Враховуючи, що а
3
+b

3
=(а+b)(а

2
-аb+b

2
), дістанемо: 

(1+2018)(1-2018+2018
2
)+(2+2017)(2

2
-2·2017+2017

2
)+(3+2016-2·2016+2016

2
)+ 



115 
 

+…+(1009+1010)(1009
2
-1009·1010+1010

2
). 

Помічаємо, що перший множник у кожному з доданків дорівнює 2019, 

тому сума ділиться на 2019. 

7.4.40. Доведіть, що при кожному натуральному n число 1
2019

+2
2019

+…+n
2019

 не 

ділиться на n+2. 

Доведення 

Нехай ап=1
2019

+2
2019

+3
2019

+…+(п-1)
2019

+n
2019

. Додамо почленно дві 

рівності: ап=1
2019

+2
2019      

+  3
2019

+…+(п-1)
2019

+n
2019, 

ап=n
2019

+(п-1)
2019

+…+3
2019

+2
2019

+1
2019

. Маємо 

2ап=1+(2
2019

+п
2019

)+(3
2019

+(п-1)
2019

)+…+((п-1)
2019

+3
2019

)+(п
2019

+2
2019

)+1. 

Згідно формули а
п
+b

п
=(а+b)(а

п-1
-а

п-2
b+а

п-3
b

2
-а

п-4
b

3
+…+b

п-1
), де п – непарне 

число, маємо: 2
2019

+п
2019

=(2+п)(2
2018

-2
2017

п+2
2016

п
2
-2

2015
п

3
+…+п

п-1
), 

3
2019

+(п-1)
2019

=(3+п-1)(3
2018

-3
2017

(п-1)+3
2016

(п-1)
2
-…+(п-1)

п-1
) і т.д. 

Розклавши на множники кожну із сум 2
2019

+п
2019

, 3
2019

+(п-1)
2019

,…, 

п
2019

+2
2019

, помічаємо, що всі вони містять множник п+2. Тоді маємо 

рівність 2ап=(п+2)·S+2, де S – ціле число. 

Сума (п+2)·S+2 не ділиться на п+2, звідки отримуємо, що й ап також не 

ділиться на п+2, що й треба було довести. 

7.4.41. Квадрати натуральних чисел від 1 до 2019 записані послідовно в 

деякому порядку. Чи є отримане багатозначне число точним квадратом? 

Розв’язання 

Зауважимо, що квадрат числа, яке не ділиться на 3, дає при діленні на 3 

остачу 1, а звідси сума його цифр при діленні на 3 також дає остачу 1. З 

чисел від 1 до 2019 на 3 не діляться 1346 чисел, і тому сума цифр 

отриманого багатозначного числа при діленні на 3 дає остачу таку ж, як і 
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1346, тобто 2. Отже, й саме це число при діленні на 3 дає остачу 2, і тому 

воно не може бути точним квадратом. 

 

Тема 5. Рівняння з двома змінними 

7.5.1. На дошці записано 10 послідовних натуральних чисел. Одне з них 

витерли. Після цього сума решти 9 чисел стала дорівнювати 2019. Знайти 

число, яке витерли. 

Розв’язання 

Позначимо перше із 10 чисел через х. Тоді друге дорівнює х+1, третє – х+2 

і т.д., десяте – х+9. Нехай витерли число х+у, де 0≤у≤9. Оскільки сума 

решти чисел дорівнює 2019, то  

х+(х+1)+(х+2)+(х+3)+(х+4)+(х+5)+(х+6)+(х+7)+(х+8)+(х+9)-

(х+у)=2019; 

10х+45-х-у=2019;   9х=1974+у. 

Оскільки ліва частина отриманої рівності кратна 9, то й права частина 

також ділиться на 9. Враховуючи, що у це цифра, то розглянувши суму цифр 

числа, записаного в правій частині рівності, отримуємо єдино можливий 

варіант у=6. 

Тоді дістаємо: 9х=1980; звідки х=220. Витерли число х+у=220+6=226.  

Відповідь. 226. 

7.5.2. Доведіть, що рівняння ху=2019(х+у) має розвʼязки в цілих числах. 

Розв’язання 

Перетворимо рівняння до такого вигляду: ху-2019х-2019у=0; 

ху-2019х-2019у+2019
2
=2019

2
; 
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х(у-2019)-2019(у-2019)=2019
2
; 

(х-2019)(у-2019)=2019
2
. 

Останнє рівняння має розвʼязки. Наприклад, х=у=4038. 

Перевірка: (4038-2019)(4038-2019)=2019
2
. 

Отже, дане рівняння має розвʼязки в цілих числах. Що й треба було 

довести. 

7.5.3. Є два прямокутники, які не є квадратами, із сторонами, що вимірюються 

цілими числами сантиметрів. У першого прямокутника ширина дорівнює 

2019см, а довжина дорівнює півпериметру другого прямокутника. Знайдіть 

ширину (меншу сторону) другого прямокутника. 

Розв’язання 

Нехай х – ширина, у – довжина другого прямокутника. Тоді 2019(х+у)=ху 

або (х-2019)(у-2019)=2019
2
. Оскільки х<у, то отримуємо х-2019=1, а 

у=2019+2019
2
. Отже, ширина другого прямокутника дорівнює 2020см. 

Відповідь. 2020см. 

7.5.4. Розвʼяжіть в натуральних числах рівняння 20х+19у=2019. 

Розв’язання 

Запишемо рівняння у вигляді: 19(у-1)=2000-20х;    19(у-1)=20(100-х). Ліва 

частина рівняння невідʼємна при натуральному у і ділиться на 19, тому 

права частина теж повинна бути невідʼємною і ділитися на 19. Із взаємної 

простоти чисел 20 і 19 слідує, що 100-х≥0 і кратне 19. Це виконується 

тільки у двох випадках: х1=81 і х2=100. Звідси знаходимо у1=21 і у2=1. 

Відповідь. х1=81, у1=21 і х2=100, у2=1. 

7.5.5. Скільки додатних цілих розвʼязків (х;у) , х<у, має рівняння х+у+ху=2019? 
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Розв’язання 

Запишемо рівняння у вигляді: х+у+ху+1=2020; х(1+у)+(у+1)=2020; 

(х+1)(у+1)=2020. 

Дільниками числа 2020, відмінними від 1 і 2020, є числа 2; 4; 5; 10; 20; 101; 

202; 404; 505; 1010. Всього 10 дільників. Стільки ж пар (х;у)єN очевидно 

задовольняють співвідношення в умові задачі. Кількість таких пар, що 

задовольняють додаткову умову х<у, є 10:2=5. 

Відповідь. 5. 

7.5.6. Знайдіть всі пари цілих чисел а і b такі, що аb=2019а+b. 

Розв’язання 

Записавши рівність у вигляді (а-1)(b-2019)=2019, встановлюємо, що числа 

а-1 і b-2019 є дільниками числа 2019, тобто дорівнюють ±1; ±3; ±673; 

±2019. Всього існує 8 різних розвʼязків. 

7.5.7. Розвʼяжіть в цілих числах рівняння (х+у)(х-у)=2019. 

Розв’язання 

2019=3·673.  

Якщо х-у ділиться на 3, то х-у=3 або х-у=-3, а х+у=673, звідки отримуємо 

першу пару відповідей: (338;335), (-338;-335).  

Якщо ж х-у не ділиться на 3, то х-у=1 або х-у=-1, а х+у=2019, звідки 

отримуємо другу пару розвʼязків: (1010;1009), (-1010;-1009). 

Відповідь. (338;335), (-338;-335), (1010;1009), (-1010;-1009). 

7.5.8. Знайдіть натуральні розв’язки рівняння а
2
b–1=2019? 

Розв’язання 
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Запишемо дане рівняння у вигляді а
2
b=2020=2

2
·505. Існує тільки один 

повний квадрат, що є дільником добутку 2
2
·503. Отже, 2

2
·505–1=2019. 

Відповідь. а=2, b=505. 

7.5.9. Розв’яжіть в цілих числах рівняння х
2
 + 3ху + 2у

2
 = 2019. 

Розв’язання 

Виконаємо тотожне перетворення лівої частини: 

х
2
+3ху+2у

2
=(х

2
+2ху+2у

2
)+ху+у

2
=(х+у)

2
+(х+у)·у. 

Нехай х+у=t. Тоді t
2
+уt=2019 або t(t+у)=2019. 

Враховуючи, що 2019=3·673, розглянемо випадок t=3. Тоді t+у=673, звідки 

у=673-3=670, х+у=3, х=3–670=-667. Отже, х=-667, у=670 є розв’язком 

рівняння. 

Всі інші значення t =-3; 673; -673; 1; -1 дають цілі розв’язки  

(667;-670), (-2017;2018), (2017; -2018). 

Відповідь. (-667;670), (667;-670), (-2017;2018), (2017; -2018). 

7.5.10. Сім натуральних чисел виписані в ряд. Кожне число, починаючи з 

третього, дорівнює сумі двох попередніх чисел. Яке максимально можливе 

значення може приймати перше число, якщо останнє дорівнює 2019? 

Розв’язання 

Нехай перше число дорівнює х, а друге – у. Тоді третє число дорівнює х+у, 

четверте х+2у, п’яте 2х+3у, шосте 3х+5у, сьоме 5х+8у. Отже, 

5х+8у=2019. 

Якщо х максимальне, то у мінімальне. Тобто нам треба знайти таке 

найменше у, щоб число 2019 – 8у ділилося на 5 ( бо х – натуральне число). 

Числа у = 1; 2 не підходять. А при у = 3 отримуємо відповідь х = 399. 
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Відповідь. 399. 

7.5.11. На складі склотари є банки місткістю 0,5л, 0,7л і 1л. зараз на складі є 

2600 банок загальною місткістю 2019л. Доведіть, що на складі є хоча б одна 

півлітрова банка? 

Доведення 

Нехай х – кількість півлітрових банок, а у – кількість банок місткістю 

0,7л. тоді літрових банок на складі було 2600-х-у. 

Маємо рівняння: 0,5х+0,7у+2600-х-у=2019;  5х+3у=5810. 

Оскільки 5810 не ділиться на 3, то х≠0. Отже, на складі є хоча б одна 

півлітрова банка. 

7.5.12. Три відʼємні числа х, у, z підібрано так, що виконуються рівності 

 
 

   
      й  

 

   
     . Що більше: z або х? 

Розв’язання 

З наведених рівностей випливає: 2018(х+у)=z і z=2019(у-х). звідси 

2018(х+у)=2019(у-х); 2018х+2018у=2019у-2019х; у=4037х. оскільки х<0, то 

при множенні на 2018·4038 воно зменшується. Тому z<х. 

Відповідь. z<х. 

7.5.13. Дано графік лінійної функції y ax b   (див. малюнок). Знайдіть 

значення виразу 2020а-2019b. Відповідь обґрунтуйте. 
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Розв’язання 

Очевидно, що кутовий коефіцієнт а=2 і вільний член b=2.  

Тоді 2020а-2019b=2020·2+2019·2=(2020+2019)·2=4039·2=8078. 

Відповідь. 8078. 

 

Тема 6. Системи рівнянь 

7.6.1. Знайдіть таке ціле число у, для якого у
2
+2019 є квадратом цілого числа. 

Розв’язання 

Нехай у
2
+2019=х

2
, тоді х

2
-у

2
=2019, (х+у)(х-у)=2019; 

Оскільки 2019=1·2019=3·673=-3·(-673)=-1·(-2019), то:  

{
         

      
 або {

      
         

 або {
          

       
 або 

{
       

          
 

 або {
      

        
 або {

        
      

 або {
       

         
 або {

         
       

 

Розвʼязавши отримані системи рівнянь маємо такі пари чисел: 

(1010;1009), (1010; -1009), (-1010; -1009), (-1010; 1009), (338; -335), (338; 

335), (-338; 335), (-338; -335). 

Отже, умову задачі задовольняють такі значення у: -1009; -335; 335; 

1009. 

Відповідь. -1009; -335; 335; 1009. 

7.6.2. Чи існують такі трійки натуральних чисел, які задовольняють умові: 
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{
        
        

 

Розв’язання 

Додавши рівняння і перетворивши його ліву частину, отримаємо: 

ху+х+z+у z=39,  х(у+1)+z(у+1)=39,  (х+z)(   )=39. 

Враховуючи, що 39=1·39=3·13, маємо чотири системи рівнянь: 

{
      

       
 або {

       
      

 або {
      

       
 або {

       
      

 

Розвʼязками цих систем є такі трійки (х;у; z): (1;2;12),(12;2;1), (2;2;11), 

(11;2;2), (3;2;10), (10;2;3), (4;2;9), (9;2;4), (5;2;8), (8;2;5), (6;2;7), (7;2;6). 

Відповідь. Існують. 

7.6.3. Знайдіть суму чотирьох натуральних чисел а, b, с, d, якщо множина 

можливих сум трьох з цих чисел дорівнює множині {2018, 2019, 2020}. 

Розв’язання 

За умовою {
           
           
           

 

Звідки 2а+2с+2d+3b=6057 або 2(а+с+d)+3b=6057. 

За умовою задачі а+с+d може дорівнювати 2018, 2019 або ж 2020. 

Оскільки 6057 ділиться на 3 і 3b теж ділиться на 3, то а+с+d має ділитися на 

3. Отже, це може бути лише 2019. 

Далі знаходимо: 2·2019+3b=6057, 3b=6057-4038, 3b=2019, b=673. Тоді 

а+b+с+d=(а+с+d)+b=2019+673=2692. 

Відповідь. 2692. 
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7.6.4. Розвʼяжіть систему рівнянь: 

{
 
 

 
 

 

 
 

 

 
      

 

 
 

 

 
      

 

 
 

 

 
      

 

Розв’язання 

Додамо почленно всі рівняння системи, потім із отриманого рівняння 

почленно віднімемо кожне рівняння даної системи: 

 (
 

 
 

 

 
 

 

 
)          

 

 
 

 

 
 

 

 
         

2019+
 

 
=3030,  

 

 
=1011,  z=

 

    
, 

 

 
+2020=3030,  

 

 
=1010,  х=

 

    
, 

 

 
+2021=3030,  

 

 
=1009,  у=

 

    
. 

Відповідь. х=
 

    
, у=

 

    
   z=

 

    
  у=

 

    
 

 

Тема 7. Трикутники 

7.7.1. Довжини сторін ΔАВС дорівнюють 2018, 2019 і 2. Точки А1, В1, С1 – 

середини сторін, а точки А2, В2, С2 – основи висот, опущених на ці сторони, 

які протилежні вершинам А, В і С відповідно. Знайдіть довжину ламаної 

А1В2С1А2В1С2А1. 

Розв’язання 

А1В2 медіана прямокутного трикутникаВВ2С і тому А1В2=0,5ВС. 

Аналогічно В2С1=0,5АВ, С1А2=0,5АВ, А2В1=0,5АС, В1С2=0,5АС, С2А1=0,5ВС. 

В результаті, довжина ламаної дорівнює периметру ΔАВС, тобто 
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РАВС=АВ+ВС+АС=2018+2019+2=4039. 

Відповідь. 4039. 

7.7.2. Дано довільний трикутник Т1. Його середні лінії утворюють трикутник 

Т2, середні лінії трикутника Т2 утворюють трикутник Т3 і т.д. Знайдіть 

відношення периметрів трикутників Т1 і Т2019. 

Розв’язання 

   
       

        

Відповідь. 2
2018

. 

 

Тема 8. Принцип Діріхле 

7.8.1. Доведіть, що серед довільних 2019 натуральних чисел знайдуться два 

такі, що їх різниця ділиться на 2018. 

Доведення 

При діленні числа на 2018 остача може дорівнювати 0, 1, 2, …, 2017 

всього 2018 різних варіантів. Тому за принципом Діріхле, серед 2019 

натуральних чисел знайдуться принаймні два, які дають однакову остачу 

при діленні на 2018, а їх різниця буде ділитися на 2018 без остачі. 

7.8.2. Вася і Маша одружилися в 1996 році. З тих пір у них народилося четверо 

дітей, і новий 2018 рік зустрічали вже всі шестеро. За дивними обставинами 

всі діти народилися 1 вересня. Виявилося, що 1 вересня 2019 року вік 

найстаршої дитини дорівнюватиме добутку років трьох молодших. Доведіть, 

що в цій сімʼї є близнята. 

Розв’язання 
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Оскільки 2·3·4=24, то вік найстаршої дитини становить 24 роки, але це 

неможливо, бо 2019-1996=23. Отже, менші діти мали вік 2, 2, 3 або 2, 2, 4, 

або 2, 3, 3, або 2, 2, 2, роки. 

7.8.3. Білосніжка і 2019 гномів. В один прекрасний день кожний із 2019 гномів 

образився на якогось іншого гнома (тільки одного), і на кожного гнома 

образився якийсь інший гном (тільки один). Білосніжці потрібно розподілити 

гномів на три групи так, щоб в кожній із груп не було гномів, які ображені на 

якого-небудь із даної групи. Чи завжди це можливо? 

Розв’язання 

Перших трьох гномів розподілимо у трьох групах довільно. Наступного 

(будь-якого) помістимо в групу, де немає гнома, повʼязаного з ним 

відношенням образи. Така група є (Принцип Діріхле). Із наступним гномом 

поступаємо аналогічно. І так далі. Всі гноми будуть розподілені у трьох 

групах. 

Відповідь. Завжди. 

 

Тема 9. Задачі на круг лицарів і брехунів 

7.9.1. У крузі стоять 2019 осіб, серед яких є лицарі, які завжди говорять правду, 

і брехуни, які завжди брешуть. Кожний із 2019 осіб сказав: «Всі, крім, 

можливо, мене і моїх сусідів - брехуни». Скільки може бути брехунів серед 

2019 осіб? 

Розв’язання 

Всі брехуни бути не можуть, бо тоді всі говорили б правду. Візьмемо 

лицаря А. всі, крім, можливо, А і його сусідів – брехуни. Обидва сусіди А 

брехунами бути не можуть, бо тоді вони говорили б правду. Лицарями 
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обидва вони теж бути не можуть, бо тоді обидва брехали б. а ось випадок, 

коли один з них лицар, а другий – ні, можливий, що й дає відповідь. 

Відповідь. 2017. 

7.9.2. За круглим столом сидять 2019 осіб, кожний з яких – або лицар, або 

брехун. Лицарі завжди говорять правду, а брехуни завжди брешуть. Їм 

роздали по одній картці, на кожній з яких записано по числу, причому всі 

числа на картках різні. Глянувши на картки сусідів, кожний із сидячих за 

столом сказав: «Моє число більше, ніж у кожного із двох моїх сусідів». Після 

цього k із сидячих сказали: «Моє число менше, ніж у кожного із двох моїх 

сусідів». При якому найбільшому k це могло статися? 

Розв’язання 

Нехай А і В – люди, яким дісталися картки із найбільшим і найменшим 

числами, відповідно. Оскільки вони обоє сказали першу фразу, А – лицар, а В – 

брехун. Але, якби вони сказали другу фразу, то А збрехав би, а В сказав би 

правду. Це неможливо. Тому А  В сказати другу фразу теж не могли. Отже, 

k≤2017. 

Покажемо, що ситуація, коли решта 2017 осіб зможуть сказати другу 

фразу, можлива. Нехай сидячим за столом дісталися (за годинниковою 

стрілкою) картки з числами 1, 2, 3, …, 2017. При цьому картка з числом 2017 

дісталася лицарю, а решта – брехунам. Тоді першу фразу можуть сказати 

всі, а другу – всі, крім людей із картками 1 і 2017. 

Відповідь. 2017. 

 

Тема 10. Задачі із сірниками 

7.10.1. Дано одну купу із 2019-ма сірниками. Двоє грають у гру. Вони по черзі 

роблять такі ходи – вибирається довільна купа, що містить більше одного 
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сірника, і ділиться на дві менші. Гра продовжується до тих пір, поки кожна 

купа не буде складатися з одного сірника. При кожному поділі купи на дві 

записується добуток чисел в отриманих двох менших купках. Мета гравця, 

що ходить першим, зіграти так, щоб сума всіх записаних чисел ділилася на 

1009. Чи може другий гравець йому завадити? 

Розв’язання 

Купі із п сірників поставимо у відповідність квадрат зі стороною п. 

Розбиття купи на m та k сірників інтерпретуємо як поділ цього квадрата на 

два квадрати зі сторонами m та k відповідно, і два прямокутники зі 

сторонами m та k. Один із цих прямокутників заштрихуємо. Його площа 

дорівнює числу m k, яке записують після здійснення ходу. При цьому кожен 

раз будемо заштриховувати саме той прямокутник, який лежить нижче 

діагоналі початкового квадрата. Після завершення гри заштрихованою 

виявиться площа 0,5·2019
2
-0,5·2019=2019·0,5·(2019-1)=2019·2019. 

Відповідь. Не зможе. 

 

Тема 11. Задачі із числовою прямою 

7.11.1. Коля позначив на числовій прямій декілька точок червоним кольором. 

Виявилось, що сума координат всіх цих точок дорівнює 2019, причому сума 

координат двох крайніх точок дорівнює 400. Потім Саша позначив синім 

кольором середину кожного відрізка, що зʼєднує дві сусідні червоні точки. 

Знайдіть суму координат всіх синіх точок. 

Розв’язання 

Нехай червоних точок чотири і їх координати дорівнюють а, b, с, d. Тоді 

між ними три сині точки і сума координат синіх точок дорівнює 

0,5(а+b)+0,5(b+с)+0,5(с+d)=0,5а+b+с+0,5d. 
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Тоді сума координат синіх для будь-якого числа точок із цього випадку 

знаходиться так: (сума координат червоних точок) – (половина суми 

координат крайніх точок). 

Підставимо значення з умови: 2019-200=1819. 

Відповідь. 1819. 

 

Тема 12. Задачі на парність чисел 

7.12.1. По колу вписали 2019 натуральних чисел. Доведіть, що знайдуться два 

сусідніх числа, сума яких є парною. 

Розв’язання 

Із 2019 натуральних чисел принаймні 1010 числа є числами однакової 

парності (парні або ж непарні). Іншими словами: оскільки 2019 є непарним 

числом, то чисел однієї парності більше, ніж чисел іншої парності 

щонайменше як на 1. 

Припустимо, що серед 2019 наведених чисел, наприклад, парних більше 

ніж непарних. Тоді парних чисел принаймні 1010. 

Зафіксуємо на колі які-небудь 1010 парних чисел з усіх парних чисел. Якщо 

припустити, що на колі не знайдеться два сусідніх числа, сума яких є 

парною, то це означатиме що числа, розташовані по колу, чергуються 

наступним чином – парне, непарне, парне, непарне і т.д. Але ж тоді на колі 

повинно бути щонайменше 2020 чисел. Отже, прийшли до протиріччя з 

умовою, бо на колі розташовано точно 2019 натуральних чисел. 

7.12.2. На дошці написані 2019 знаків «плюс» і «мінус». Дозволяється  стерти 

одночасно будь-які два знаки, написавши замість однакових знаків «плюс», а 

замість різних «мінус». Доведіть, що останній знак, який залишиться на 

дошці, не залежить від того, в якому порядку витирати знаки. 
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Доведення 

При заміні двох знаків одним число мінусів на дошці або не змінюється, 

або зменшується на 2. Таким чином, парність або непарність числа мінусів 

зберігається протягом всієї процедури. Отже, якщо спочатку число мінусів 

було парним, то заключним знаком буде «плюс», а якщо непарним, то 

«мінус». 

Тема 13. Задачі на переливання 

7.13.1. В одній посудині 2а літрів води, а друга порожня. Із першої посудини 

переливають половину води у другу посудину, потім із другої переливають 

третину води у перший, після цього із першої посудини переливають 

четвертину води у другу посудину і т.д. Скільки літрів води буде у першій 

посудині після 2019 переливань? 

Розв’язання 

Посудини Кількість води 

Кроки 0 1 2 3 4 5 6 7 

Перша 2а а 2а/3 а 4а/5 а 6а/7 а 

Друга 0 а 4а/3 а 6а/5 а 8а/7 а 

Що 

зроблено 
½ у 1 1/3 у 2 ¼ у 1 1/5 у 2 1/6 у 1 1/7 у 2 1/8 у 1 і т.д. 

Після першого кроку води у посудинах порівну і також порівну після 

кожного непарного кроку. Доведемо, що якщо після якогось непарного кроку 

у посудинах однакова кількість води, то на наступному непарному кроці у 

посудинах буде також непарна кількість води. Справді, розділивши воду в 

одній із посудин на п частин і добавивши одну частину води у другу 

посудину, отримаємо п+1 частин (бо перед цим у посудинах води було 

порівну). Тому, коли наступним кроком із другої посудини одну із частин 

повертаємо назад у першу посудину, то просто відновлюється попередня 

кількість. Отже, після 2019 переливань у першій посудині буде а літрів води. 

Відповідь. а літрів.  
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Тема 1. Раціональні вирази 

8.1.1. Відомо, що а+b+с=2019, 
 

   
 

 

  с
 

 

   
    Знайдіть 

 

  с
 

 

   
 

 

   
  

Розв’язання 

 

  с
 

 

   
 

 

   
 (

    с

  с
  )  (

    с

  с
  )  (

    с

   
  )   

=(    с) (
 

   
 

 

  с
 

 

   
)                   

Відповідь. 2016. 

8.1.2. Обчисліть: 
    

                                       
  

Розв’язання 

Нехай х=201920192019.  

Тоді даний вираз дорівнює 
    

   (   )(   )
 

    

       
     . 

Відповідь. 2019. 

8.1.3. Натуральні числа a, b, c такі, що 
       

    
 

    

    
  Знайдіть 

       

    
. 

Розв’язання 

Розглянемо рівність 
       

    
   

 

    
  Очевидно, що перший доданок в 

цій рівності більший за одиницю, а другий менший за одиницю. Але, оскільки 

кожне число можна подати в такому вигляді однозначно і  
    

    
   

 

    
 , 

дістанемо а=2, 
 

    
 

 

    
 . Звідки 

    

 
 

    

 
    

 

 
      

 

 
  Отримали 

b=1009, с=2.  

Отже, 
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Відповідь. 
    

    
  

8.1.4. Відомо, що для деяких натуральних чисел a, b, c виконується рівність  

2019(abc+a+c)=4040(bc+1). Доведіть, що a=c. 

Доведення 

Розглянемо рівність, яка випливає з умови задачі: 
       

    
   

 

    
  

Очевидно, що перший доданок більший за одиницю, а другий менший за 

одиницю. Але, оскільки кожне число можна подати в такому вигляді 

однозначно і  
    

    
   

 

    
 , дістанемо а=2, 

 

    
 

 

    
 . Звідки 

    

 
 

    

 
  

  
 

 
      

 

 
  Отримали b=1009, с=2. Отже, а=с, що й треба було 

довести. 

8.1.5. Обчисліть: (  
 

  ) (  
 

  ) (  
 

  )  (  
 

     )  

Розв’язання 

Перетворимо кожну з дужок за формулою   
 

  
 

    

  
 

(   )(   )

  
 і 

скоротимо спільні множники чисельника і знаменника. Маємо  

(  
 

  
) (  

 

  
) (  

 

  
)  (  

 

     
)  

   

  
 

   

  
 

   

  
   

         

     
 

      

    
 

    

    
  

Відповідь. 
    

    
  

8.1.6. Чи можна число 2019 подати у вигляді 
    

   
, де m та n – натуральні 

числа? 

Розв’язання 

Нехай m=2 k+1 та n=2 k-1. Тоді 
    

   
 

(    )(    )  

(    ) (    )
 

       

  
 

   

  
    

Отже, будь-яке число k можна подати у запропонованому вигляді. 
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Відповідь. Можна. 

8.1.7. Розташуйте числа х1=
  

  
, х2=

    

    
, х3=

      

      
 в порядку зростання. 

Розв’язання 

Якщо чисельник і знаменник дробу х1 помножити на 101 (при цьому 

значення дробу не змінюється), а потім від чисельника отриманого дробу 

відняти 1 (зменшивши таким чином значення дробу), то отримаємо дріб х2. 

Значить х1>х2. 

Аналогічно, помноживши чисельник і знаменник дробу х1 на 10101 і потім 

віднявши від знаменника 1, отримаємо х3. Значить х3>х1. 

Отже, х2<х1<х3. 

Відповідь. 
    

    
  

  

  
  

      

      
  

8.1.8. Обчисліть значення виразу: 
    

    
 

    

    
 

    

    
   

       

       
. 

Розв’язання 

Розглянемо таку тотожність: n
2
+ n+1=(n+1)

2
-(n+1)+1. Доведемо це: 

(n+1)
2
-(n+1)+1=n

2
+2n+1-n-1+1=n

2
+n+1. 

Тому даний вираз можна перетворити до такого: 
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Відповідь. 
 

 
 (

    

    
 

 

    
). 
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Тема 2. Степені з цілими показниками 

8.2.1. Розвʼяжіть в цілих числах рівняння: (  
 

 
)

   
 (  

 

    
)

    
  

Розв’язання 

Рівняння зводиться до вигляду 
        

        
 

(   )   

    
  Обидва дроби 

нескоротні, тому                

Якщо m≥2019, то m 
m+1

>2019
2019

. 

Якщо 0<m<2019, то m 
m+1

<2019
2019

. 

Якщо m<-1, то при п=-( m+1) дістанемо 2019
2019

=п
п
, звідки п=2019.. 

Відповідь. m=-2020. 

 

Тема 3. Квадратні корені і дійсні числа 

8.3.1. Обчисліть √                        

Розв’язання 

Нехай п=2019, тоді √(   )(   )(   )(   )      

Після спрощень отримуємо: √(   )(   )(   )(   )    = 

 |    |        Оскільки п=2019, то п
2
-5=2019

2
-5. 

Відповідь. 2019
2
-5. 

8.3.2. Обчисліть (не використовуючи калькулятора): √             

Розв’язання 

√           =√(      )(      )    √           

 √            

Відповідь. 2020. 
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8.3.3. Знайдіть значення виразу 
5

3512

2

2










x

xx

x

xx
 при х= 2019.

  

 

Розв’язання 

Перетворимо вираз   .671
5

)5)(7(

2

)1)(2(










xx

x

xx

x

xx
 Відповідь 

не залежить від значення х, якщо х≠25. 

Відповідь. 6. 

8.3.4. Обчисліть: 202320211202012019120181   

Розв’язання 

.20192019120191202020181

12020120181202120191201811202112019120181

2022202012019120181202320211202012019120181

22

22







 

Відповідь: 2019. 

8.3.5. Порівняйте числа: 20182020  і 20192 . 

Розв’язання 

Нехай 11  kkА , kB 2 , де k=2019.  

Тоді 0)1(24122 2222  kkkkkBA . Тому А<В. 

Відповідь. 20182020 < 20192 . 

8.3.6. Порівняйте два числа: 

2018201920192018   та 2019201920182018  . 

Розв’язання 

Запишемо цю задачу у загальному вигляді: для деяких додатних ba  

порівняти додатні числа abbaA   та bbaaB  . 

Доведемо, що BA . Це рівносильне тому, що 22 BA    

 abba bbaa  . Після чергового піднесення до 
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квадрату та спрощень маємо: abbabbaa    

  0)(  baba  при ba .  

Відповідь: Перше число більше. 

8.3.7. Розвʼяжіть рівняння: 
   

  2019

1
22

22






xx

xx
. 

Розв’язання 

Оскільки хх 2 , запишемо: 
 

  2019

1
22






xx

хх
.З умови слідує, що 0x , 

значить
2019

1

2

2
2




x

х
 або 2019х .  

Відповідь. -2019. 

8.3.8. Розвʼяжіть рівняння:  

 

√    √   
 

 

√    √   
   

 

√       √      
    

Розв’язання 

Помножимо чисельник і знаменник кожного дробу на вираз, спряжений 

знаменнику:  

 

√    √   
 

 

√    √   
   

 

√       √      
  

=
√    √   

  
 

√    √   

  
   

√       √      

  
    

√    √                 √         √       

          √           √              х=503,5
2
-1. 

Відповідь. 503,5
2
-1. 

8.3.9. Спростіть вираз: 
20192018

1
...

43

1

32

1

21

1











. 

Розв’язання 

Помножимо чисельник і знаменник кожного дробу на вираз, спряжений 

знаменнику. Після спрощень дістанемо √        
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Відповідь. √        

8.3.10. Знайдіть 2019 знаків після коми у числа 
√

       ⏟      
          

  

Розв’язання 

Якщо 0<х<1, то х<√ <1, тому число в умові задачі містить 2019 

девʼяток після коми. 

Відповідь. 2019 девʼяток. 

8.3.11. В рівнянні 2019... ххх  число радикалів нескінченне. Знайти, чому 

дорівнює х. 

Розв’язання 

Позначимо уххх ... . Дістанемо у = 2019 . З іншого боку, всі корені 

без першого теж дорівнюють у. Звідси 2019ху , тобто х у = 2019;  х=

2019  = 2011. Отже, х = 2019 . 

Відповідь. 2019 . 

8.3.12. Розвʼяжіть рівняння: √        √        √    . 

Розв’язання 

ОДЗ: {
    
    

  0≤х≤1. 

√(   )  √        √    , 

|   |  √        √    , 

    √        √    , 

√    √    ,  1-х=2019,    х=-2018. 

Відповідь. -2018. 
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8.3.13. Доведіть, що не існує натуральних чисел m і n, які задовольняють 

рівність √  √  √    . 

Доведення 

(√  √ )
 

         m+2√  +n=2019. Звідси k=2√   – ціле число. 

Підставимо п=
  

  
 в дану рівність: √  

 

 √ 
 √       2m+k=2√     . 

Отже, число 2019m є повний квадрат. Але число 2019=3·673 має прості 

множники тільки в першому степені, тому ці множники 2 і 673 повинні 

бути в m. Тому m≥3·673=2019, звідки √      що неможливо. 

8.3.14. Скільки розвʼязків у цілих числах має рівняння √  √  √    ? 

Відповідь. 2 цілих розвʼязки (2019;0)і (0;2019). 

8.3.15. Розвʼяжіть рівняння 
(√  )

 
 √  

   
       

Розв’язання 

З умови випливає, що х<0, √       тоді 
   

   
       х=-

 

    
  

Відповідь.  
 

    
. 

8.3.16. Всередині квадрата зі стороною 44 розміщено 2019 точок. Доведіть, що 

знайдуться дві точки, відстань між якими не перевищує √   

Розв’язання 

Розібʼємо даний квадрат на одиничні квадратики. Оскільки 

44
2
=1936<2019, то принаймні в одному одиничному квадраті знаходиться не 

менше двох точок, і відстань між ними не перевищує √ . 

8.3.17. Доведіть, що а+b>(√     √    )
 
, якщо а>0, b>0 та 

а·b>2018а+2019b. 
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Розв’язання 

Оскільки а>0, b>0, то з нерівності а·b>2018а+2019b отримуємо, що  

а>2018
 

 
+2019 та b>2018+2019

 

 
. додаючи ці нерівності, отримуємо: 

а·b>2018+2019+(2018
 

 
     

 

 
)≥2018+2019+2√    

 

 
     

 

 
= 

=(√     √    )
 
. 

8.3.18. Що більше: √     √     √     чи √     √     √    ? 

Розв’язання 

Нехай а=√     √     √      , b=√     √     √        

Тоді а
2
-b

2
=(√     √     √    )

 

 (√     √     √    )
 

  

=√     √      √              √     

  √              √      , бо √     √     і 

     √         √     (функція у=√  – зростаюча). Отже, а
2
>b

2
, 

тобто а> b. 

Відповідь. : √     √     √    >√     √     √    . 

8.3.19. Розвага «Під кодовою назвою 2019».Розставити знаки дій +,-,х,:,√ між 

цифрами числа 2019 із збереженням послідовності цих цифр так, щоб 

утворилися конструкції дванадцяти перших натуральних чисел. 

Розв’язання 

1=20-19,               2=2·0-1+√ ,              3=2·0·1+√ ,             4=2+0-1+√ , 

5=2+0·1+√ ,      6=2+0+1+√ ,           7=-2+0·1+9,             8=2·0-1+9, 
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9=2·0·1+9,          10=20-1-9,               11=20·1-9,               12=20+1-9.  

 

Тема 4. Квадратні рівняння 

8.4.1. Розв’яжіть рівняння: 2019х
2
–2018х–1=0. 

Розв’язання 

Помічаємо, що число 1 є коренем даного рівняння. Оскільки добуток 

коренів дорівнює 
 

    
 (за теоремою Вієта), то другий корінь дорівнює 

 
 

    
. Інших коренів немає. 

Відповідь. 1 і -
 

    
. 

8.4.2. Розв’яжіть рівняння: х
4
+2018х–2019=0. 

Відповідь. 1 і -1. 

8.4.3. Знайти всі цілі числа р, для яких рівняння х
2
+рх+2019=0 має цілий 

корінь? 

Розв’язання 

Нехай х1, х2 – корені. За теоремою Вієта х1+х2  = -р, х1 · х2 = 2019. З першої 

рівності видно, що якщо перший корінь є цілим числом, то й другий – ціле 

число. Оскільки 2019=3·673, то можливі випадки (х1; х2):  

(3;673), (-3;-673), (1;2019), (-1; -2019). 

Відповідь. ±676; ±2020. 

8.4.4. При яких значеннях параметра а параболи у=х
2
+2019х+а та у=-

х
2
+ах+2019 дотикаються одна одної? 

Розв’язання 
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Параболи дотикаються, якщо вони мають рівно одну спільну точку, а 

тому рівняння х
2
+2019х+а=-х

2
+ах+2019, а отже і рівняння  

2х
2
+(2019–а) х+(а–2019)=0 повинно мати єдиний корінь.  

Звідси D=(а–2019)
2
–8(а–2019)=(а–2019)(а–2027)=0. 

Отже, а=2019 або а=2027. 

Відповідь. 2019 і 2027. 

8.4.5. Нехай х1 і х2 – корені рівняння х
2
+ах+а=2019. При якому значенні а сума  

х1
2
+х2

2
 буде найменшою? 

Розв’язання 

х1
2
+х2

2
=(х1+х2)

2
–2х1х2=а

2
–2(а-2019)=а

2
–2а+4038=а

2
–2а+1+4037=(а-1)

2
+4037. 

Отже, найменше значення буде 4037 при а=1. Перевіримо, чи при а=1 

існують корені даного рівняння: 

х
2
+х+1=2019;  х

2
+х-2018=0;   

D=1+4·1·2015;  D>0. 

Відповідь. При а=1. 

8.4.6. Відомо, що х і у – різні числа, причому (x–2018)(x–2019)=(y–2018)(y–

2019). Які значення може приймати вираз x+y? 

Розв’язання 

В даній рівності розкриємо дужки, перенесемо все в ліву частину, і 

розкладемо її на множники: x
2
–y

2
–4037x+4037y=0  (x–y)(x+y–4037)=0. 

Оскільки xy, то x+y=4037. 

Відповідь. 4037. 

8.4.7. Корені рівняння х
2
+рх+q=0 є натуральними числами, причому р+q=2019. 

Знайдіть ці корені. 

Розв’язання 

За теоремою Вієта х1+х2=-р і х1 х2=q, тому р+q=х1х2-х1-х2=х1(х2–1)-х2+1–1= 
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=х1(х2–1)–(х2-1)–1=2019. Отже, (х1-1)(х2-1)=2020. Оскільки 2020=2·2·5·101, 

то маємо сукупність систем: 

{
       

          
 або {

       
          

 або {
       

         
 або {

       
         

 

 або {
        

         
   або {

        
         

 

Звідки  {
     

        
  або {

     
        

  або {
     

       
  або  {

     
       

 

або  {
      

       
   або  {

      
       

 

Відповідь:2 і 2021;  3 і 1011;  5 і 506;  6 і 405;  11 і 203;  21 і 102. 

8.4.8. Розвʼяжіть рівняння: (х
2
-2019

2
)

2
-8076х+1=0. 

Розв’язання 

Позначмо а=2019. Тоді 8076=4а і дане рівняння зводиться до вигляду  

х
4
-2х

2
а

2
+а

4
=4ах+1, звідки (х

2
+а

2
)

2
=х

4
+2х

2
а

2
+а

4
=4ах+1+4а

2
х

2
=(2ах+1)

2
. 

Отже, х
2
+а

2
=2ах+1 або х

2
+а

2
=-(2ах+1). Друге із цих рівнянь розвʼязків 

немає, бо х
2
+2ах+а

2
=(х+а)

2
>-1. А із першого дістаємо (х-а)

2
=х

2
-2ах+а

2
=1, 

тобто х=а±1. 

Оскільки виконані перетворення еквівалентні, то дане рівняння має два 

розвʼязки: х=2018 і х=2020. 

Відповідь: 2018; 2020. 

8.4.9. Учень виписав на дошці 2019 зведених квадратних рівнянь і перевірив, 

що жодне з них не має дійсних коренів. Потім він додав усі ці рівняння. 

Доведіть, що і одержане в результаті рівняння також не має дійсних коренів. 

Доведення 

Оскільки рівняння не мають дійсних коренів, а коефіцієнти при х
2
 додатні, 

то для всіх дійсних х їх ліві частини набувають лише додатних значень. Тоді 

аналогічну властивість матиме і ліва частина рівняння, одержаного в 

результаті додавання. А отже, воно також не матиме дійсних коренів. 
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Тема 5. Квадратний тричлен 

8.5.1. Квадратний тричлен Р(х)=ах
2
+bх+с (а, b, с – цілі, с - непарне) має цілі 

корені. Чи може Р(2013) бути непарним числом? 

Розв’язання 

Нехай х1 і х2 – корені Р(х). Тоді за теоремою Вієта: х1·х2=
а

с
, тобто  

х1·х2·а=с. За умовою с – непарне; х1, х2, а – цілі. Звідси слідує, що х1, х2, а – 

непарні. За теоремою Вієта х1+х2=
a

b
 , тобто b=-(х1+х2)·а, тобто b – 

парне число.  

Тоді Р(2019)=а·2019
2
+b 2019+с – сума двох непарних і одного парного 

числа є парним числом. 

Відповідь. Ні. 

8.5.2. Розглядаються функції виду y=x
2
+ax+b, де a+b=2019. Доведіть, що 

графіки всіх таких функцій мають спільну точку. 

Доведення 

Обчислимо у(1)=1+а+b=1+2019=2020. Отже, кожний з даних графіків 

проходить через точку з координатами (1;2020). Твердження доведено. 

8.5.3. На координатній площині задано графік функції у=х
2
. Провели 2019 

прямих, кожна з яких паралельна прямій у=х і перетинає заданий графік у 

двох точках. Знайдіть суму абсцис всіх точок перетину прямих із заданим 

графіком. 

Розв’язання 

Пряма, яка паралельна прямій у=х, задається рівнянням у=х+а. оскільки 

ця пряма перетинає параболу у=х
2
 у двох точках, рівняння х

2
=х+а або         

х
2
-х-а=0 має два різних корені. За теоремою Вієта сума цих коренів дорівнює 

1. Це і є сума абсцис двох точок перетину прямої з параболою. Кожна із 

2019 прямих володіє точно такою ж властивістю. Тому сума абсцис всіх 

точок перетину прямих з даним графіком дорівнює 2019. 

Відповідь. 2019. 
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8.5.4. Складіть квадратний тричлен з цілими коефіцієнтами такі, щоб один з 

його коренів був 1-√      

Розв’язання 

І спосіб. х=1-√    , 1-х=√    , (1-х)
2
=2019, 1-2х+х

2
=2019,  х

2
-2х-2018=0. 

ІІ спосіб. х1=1-√    , х2=1-√    , тоді b=-(х1+х2)=-2, с=х1·х2=-2018. 

Отже, х
2
-2х-2018=0. 

Відповідь: х
2
-2х-2018. 

 

Тема 6. Чотирикутники 

8.6.1. Чи існує квадрат, в якого довжина сторони – ціле число, а площа 

дорівнює      ⏟    
          

 ? 

Розв’язання 

Сума цифр 2019 даного числа ділиться на 3, але не ділиться на 9. Отже, й 

дане число ділиться на 3, але не ділиться на 9. А тому воно не є квадратом 

цілого числа. Отже, шуканого квадрата не існує. 

Відповідь. Не існує. 
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Тема 1. Нерівності 

9.1.1. При яких х і у виконується нерівність:   2019 у
2
 ≥ 20 х у – 19 х

2
 ? 

Розв’язання 

2019у
2
≥20ху–19х

2
; 18х

2
+х

2
-20ху+(10у)

2
+1919у

2
≥0; 

18х
2
+(х-10у)

2
+1919у

2
≥0. 

Відповідь. Ця нерівність виконується при будь-яких х і у. 

9.1.2. Знайти найменше ціле х, що задовольняє нерівності:   
    

 
. 

Розв’язання 

Зрозуміло, що відповідь слід шукати серед відʼємних чисел. Тому вказана 

нерівність переписується для відʼємних чисел таким чином: х
2
≤2019, звідки   

-44≤х<0. 

Відповідь. -44. 

9.1.3. Знайти найменше ціле х, що задовольняє нерівності: 
х

х 2018

2019
 . 

 Розв’язання 

;0
2018

2019


х

х

  
.0

2019

201920182




х

х
 

Відповідь. -2018. 

9.1.4. Знайдіть найменше натуральне число, що не є розвʼязком нерівності 

20х<2019. 

Розв’язання 

х<2019:20,   х<100,95. 

Відповідь. 101.  

9.1.5. Розв’яжіть рівняння: .201820192019  хх  

Розв’язання 

1) Якщо х ≥ 2019, то 2х = 2018 + 4038;       х = 3028; 
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2) якщо х < 2019, то 2х = 2020;                   х = 1010. 

Відповідь. 1010; 3028. 

9.1.6. Розв’яжіть нерівність: .20192018  хх  

Розв’язання 

1) Якщо х ≥ 2019, то х + 2018 ≤ х -2019, розв’язків немає; 

2) якщо 2018 ≤ х < 2019, то х + 2018 ≤ -х +2019, розв’язків немає; 

3) якщо -2018 ≤ х < 2018, то х + 2018 ≤ -х +2019; х ≤ 0,5; 

4) якщо х < -2018, то -х - 2018 ≤ -х +2019; х – будь-яке число з цього 

проміжку. 

Відповідь.  5,0; . 

9.1.7. Розвʼяжіть нерівність (      )√           

Розв’язання 

Задана нерівність рівносильна такій сукупності: 

[
          

{
         

          
   [   √     

      
. 

Відповідь. { √     √    }  [       ). 

9.1.8. Знайдіть натуральні розвʼязки нерівності: 2016<√ (   )<2019. 

Розв’язання 

Піднесемо нерівність до квадрату 2016
2
<n(n+1)<2019

2
. Очевидно, що 

n>2016 та n+1<2019. Таке натуральне число є одне: 2017. 

Відповідь. 2017. 

9.1.9. Знайдіть всі цілі розв’язки нерівності: .
2019

2018
35,53  ухух  

Розв’язання 

Нехай (х; у) – розв’язок нерівності. Тоді з умови задачі слідує, що |х–3у|<1. 



148 
 

Оскільки х і у – цілі числа, то х=3у. Підставимо цей результат у вихідну 

нерівність, тоді: .
2019

2018
5,56 у   

Звідси |6у–5,5|<1 або -1<6у–5,5<1, звідки
 

 
   

  

  
 .Отже, у=1, тоді х=3. 

Перевіркою переконуємося, що (3;1) є розв’язком даної нерівності. 

Відповідь. (3;1). 

9.1.10. Доведіть, що для довільних дійсних чисел виконується нерівність  

х
2
-2ху+2019у

2
≥0. 

Доведення 

х
2
-2ху+2019у

2
=(х-у)

2
+2020у

2
≥0. Що й треба було довести. 

9.1.11. Доведіть, що 
!2019

2018
...

!3

2

!2

1
  < 1. 

Доведення 

.1
!2019

1
1

!2019

1

!2018

1
...

!3

1

!2

1

!2

1
1

!2019

1

!2019

2019
...

!3

1

!3

3

!2

1

!2

2

!2019

12019
...

!3

13

!2

12

!2019

2018
...

!3

2

!2

1


































































Що й треба було довести. 

9.1.12. Відомо, що х і у додатні числа, причому х+у=2019. Знайдіть найбільше 

значення добутку ху. Для яких х і у цей добуток максимальний? 

Розв’язання 

Оскільки 
   

 
 √  , то маємо 

   

 
 

    

 
 √    Звідси ху (

    

 
)

 
 тобто 

найбільше значення (
    

 
)

 
 і цей добуток максимальний, якщо 

х=у=
    

 
=1004,5. 

Відповідь. 1004,5. 

9.1.13. Який дріб більший:   ?
20202020
20192019

20192019
20182018

чи  

Розв’язання 
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Помічаємо, що 
        

    
 

        

    
 

        

    
        

Тому, 
        

        
 

    

    
     

        

        
 

    

    
. 

Але 
    

    
 

    

    
, бо 

    

    
   

 

    
, а 

    

    
   

 

    
  Крім того, 

 

    
 

 

    
  

Відповідь. Більшим є другий дріб. 

9.1.14. Яке з чисел більше: 
        

        
 чи 

        

        
 ? 

Розв’язання 

Позначимо х=10
2018

>0 і розглянемо різницю: 

        

        
 

        

        
 

   

     
 

     

      
 

                        

(     )(      )
 

 
   

(     )(      )
    

Відповідь. Перше число більше. 

9.1.15. Яке з чисел більше: 
119

119
2019

2018



  чи 
119

119
2020

2019



  ? 

Розв’язання 

Позначимо для зручності через п число 19
2018

.  

Задані числа матимуть вигляд: 
119

1





п

п  і 
1361

119





п

п . 

Щоб з’ясувати, яке з цих чисел більше, розглянемо їх відношення: 

119

1





п

п :
1361

119





п

п =  
 

.
138361

1362361

119

)1361(1
2

2

2 








пп

пп

п

пп  

Це відношення більше за 1. Отже, перше з чисел більше, ніж друге. 

9.1.16. Порівняйте числа: 
       

       
 та 

       

       
. 

Розв’язання 

Нехай 7
2018

=t, тоді 
   

    
 

    

     
 

                     

(    )(     )
 

   

(    )(     )
    

Відповідь. Перше число більше. 
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9.1.17. Що більше: 2020
2018

·2018
2020

 чи 2019
2·2019

? 

Розв’язання 

Позначимо перше число через А, друге – через В і розглянемо їх 

відношення:  

 

 
 

                 

          
 

    

    
 (

         

     
)

    

 
    

    
 (

(      )(      )

     )

    

  

 
    

    
 (

        

     )
    

 
    

    
 (  

 

     )
    

    звідки А<В. 

Відповідь. Більше друге число. 

9.1.18. Скільки різних цілочисельних розв’язків має нерівність |х|+|у|≤2019 ? 

Розв’язання 

Кількість цілочисельних розв’язків нерівності |х|+|у|≤п дорівнює числу 

точок з цілими координатами, які належать квадрату з вершинами в 

точках (п; 0), (0; п), (-п; 0), (0; -п). Кількість таких розв’язків дорівнює 

п
2
+(п+1)

2
. 

При п=2019 маємо 2019
2
+2020

2
=4076361+4080400=8156761. 

Відповідь. 8 156 761. 

9.1.19. Доведіть нерівність:   
 

√ 
 

 

√ 
   

 

√    
 √      

Доведення 

  
 

√ 
 

 

√ 
   

 

√    
 

 

√    
 (√     

√    

√ 
 

√    

√ 
    ). 

Другий співмножник у цій рівності – це сума 2019 доданків, кожний з яких 

більший від 1. Отже, добуток буде більшим від 
 

√    
      √      Що й 

треба було довести. 

9.1.20. Доведіть нерівність: √  √  √    √  √  √  √    √   , де 

в лівій частині нерівності 2019 двійок і шісток. 



151 
 

Доведення 

Перший доданок лівої частини менший 2, а другий – менший 3:  

√  √  √    √  √  √  √    √     

√  √  √    √  √  √  √    √     

Отже, √  √  √    √  √  √  √    √   , що й треба було 

довести. 

9.1.21. Для додатних чисел а, b доведіть нерівність:  

(  
 

 
)

    
 (  

 

 
)

    
      . 

Доведення 

З нерівності між середніми, яку ми використовуємо двічі, маємо, що  

(  
 

 
)

    

 (  
 

 
)

    

  √(  
 

 
)

    

 (  
 

 
)

    

  

= ((  
 

 
) (  

 

 
))

    

  (  
 

 
 

 

 
)

    
   (   )            Що й 

треба було довести. 

9.1.22. Відомо, що числа х1, х2, х3, … , х2019 – додатні і їх добуток дорівнює 1. 

Доведіть, що виконується нерівність (1+х1)(1+х2)…(1+х2019)≥2
2019

. 

Доведення 

За нерівністю Коші для двох невідʼємних чисел: 
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       √   ,        √  ,     ,          √     . 

Перемножимо ліві та праві частини даних нерівностей: 

(1+х1)(1+х2)…(1+х2019)≥2
2019

·√                             

Нерівність доведено. 

9.1.23. Доведіть, що при всіх допустимих невідʼємних х1, х2, х3, … , х2019 

  √       √            √             √     
    

 
  

Доведення 

Область визначення: хі є[0;1]. Скористаємося нерівністю про середнє 

арифметичне і середнє геометричне і зауваживши, що (хі)
2
- хі≤0, отримаємо 

  √       √            √             √      

 
  

      

 
 

  
      

 
   

     
      

 
 ∑

  
    

 

    

   

 
    

 
 

    
 

  

Покажемо, що не може досягати рівність. Рівність можлива лише тоді, 

коли, по-перше, кожна змінна дорівнює або 0, або 1, і, по-друге, виконуються 

такі співвідношення, які випливають із застосування нерівності про середнє 

арифметичне і геометричне: 

{
 

    √     

   √     
       

      √     

 

Якщо х1=0, то х2=1, х3=0, … , х2019=0. Отримуємо протиріччя з 

останньою рівністю. Таким чином, рівність досягатися не може. 

9.1.24. Розвʼяжіть рівняння: √        |      |              

Розв’язання 
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Перепишемо рівняння в такому вигляді: │х+1│+│х-2019│=2020-у
2020

. 

Права частина цього рівняння додатна, а тому й права повинна бути 

додатною: 2020-у
2020

≥0. З іншого боку, оскільки у
2020

≥0, то 2020-у
2020

≤2020. 

Оцінимо ліву частину рівняння: │х+1│+│х-2019│≥│(х+1)-(х-2019)│=2020. 

Отже, │х+1│+│х-2019│≥2020. 

Рівність досягається за умови, що обидві частини дорівнюють 2020. 

Відповідь. у=0,хє[-1;2019]. 

9.1.25.  Довжини катетів прямокутного трикутника – цілі числа. Один з катетів 

на 7 більший за другий, а площа не перевищує 2019. Скільки є таких 

трикутників? 

Розв’язання 

Нехай х – менший катет, тоді (х+7) – другий катет. Маємо нерівність 

х(х+7):2≤2019;  х
2
+7х≤4038,  х

2
+7х-4038≤0,  D=49+4·4038=49+16152=16201,  

√        х1,2≈(-7±127):2,   х1≈60, х2≈-67, 

Відповідь. 60 трикутників. 

9.1.26. Числа 2
2019

 і 5
2019

записані одне за одним і утворюють нове число. 

Скільки цифр при цьому було використано? 

Розв’язання 

Нехай при десятковому записі числа 2
2019

 було використано m цифр, а 

числа 5
2019

 – n цифр, тобто 10
m-1

<2
2019

<10
m
,  10

п-1
<5

2019
<10

п
. тоді 

перемноживши дані нерівності отримаємо 10
т+п-2

<10
2019

<10
т+п

, звідки  

т+п-1=2019 або т+п=2020. 

Відповідь. 2020 цифр. 

9.1.27. Числа а, b, с задовольняють нерівності mах (а,b)+ mах(с,2018)= 

mіп(а,с)+ mіп(b,2019). Доведіть, що b≥с. 
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Доведення 

 І спосіб. Очевидно, що mах(а,b)≥ mіп(а,с), бо перше з цих чисел не менше 

за а, а друге – не більше за а. тому mах(с,2018)≤ mіп(b,2019). Замінюючи ліву 

частину цієї нерівності на с (від цього вона не збільшується), а праву 

частину – на b (від цього вона не зменшується), отримуємо потрібну 

нерівність с≤b. 

ІІ спосіб. Додавши очевидні нерівності mах(а,b)≥b і mах(с,2018)≥с, 

отримуємо, що ліва частина даної в умові рівності не менша від b+с. 

додавши нерівності mіп(а,с)≤с і mіп(b,2019)≤b, отримуємо, що права 

частина не більша від b+с. але ліва частина дорівнює правій, тому в усіх 

нерівностях, які ми додавали, досягається рівність. Зокрема, mах(а,b)=b, 

звідки b≥а, і mіп(а,с)=с, звідки с≤а. значить, b≥а≥с. 

Зауваження. Умова задачі рівносильна системі нерівностей 

2018≤с≤а≤b≤2019. Доведення аналогічне ІІ способу. 

 

Тема 2. Функції 

9.2.1. Для функції f(х)=ах
2
+bх+с виконується умова 2019+а

2
+ас<аb. Доведіть, 

що ця функція має два нулі. 

Доведення 

З умови задачі очевидно, що а≠0. Тепер умову задачі перепишемо таким 

чином: а
2
-аb+ас=а(а-b+с)<-2019<0 або а(а-b+с)=а·f(-1)<0. 

Тепер, якщо а>0, тобто вітки параболи направлені вгору, то f(-1)<0 і 

парабола має два нулі, аналогічно при а<0. Твердження доведено. 

9.2.2. Побудувати графік функції  ( )           (√          )
 

  

Розв’язання 
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D(у)=* 
    

    
    ), тоді f(х)=х

2
+2018х-2018х-2019=х

2
-2019. Графіком є 

парабола, опущена на 2019 одиниць вниз. 

 

Тема 3. Числові послідовності. Прогресії 

9.3.1. 1010-й член арифметичної прогресії дорівнює 0. Знайдіть суму перших 

2019 членів цієї прогресії. 

Розв’язання 

Оскільки 1010-й член арифметичної прогресії знаходиться посередині 

перших 2019 членів, то попарні суми рівновіддалених від а1010 членів будуть 

рівні, тобто а1+а2019=а2+а2018=…=а1009+а1011=а1010. За умовою а1010=0. 

Отже, сума всіх 2019 членів дорівнює 0. 

Відповідь. 0. 

9.3.2. (аn) арифметична прогресія з різницею 1. Відомо, що S2019 – найменша із 

всіх Sn (менше за суму перших n членів для будь-якого іншого значення n). 

Які значення може приймати перший член прогресії? 

Розв’язання 

Оскільки різниця прогресії додатна, то прогресія – зростаюча. Тому, 

описана ситуація можлива тоді і тільки тоді, коли члени прогресії 

починаючи від першого до 2019-го – відʼємні, а починаючи з 2020-го – 

додатні. Таким чином, S2019 буде найменшою, тоді і тільки тоді, коли 

а2019<0, а2020>0. Звідси отримуємо систему нерівностей:  

{
          

              
↔-2019<а1<2018. 

Відповідь. ає(-2019;-2018). 

9.3.3. Функція  ( )  | |  
| |

  | |
 

| |

(  | |) 
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А) Знайдіть значення  (    ). 

Б) Побудуйте графік функції у=  ( ). 

Розв’язання 

 ( )  | |  
| |

  | |
 

| |

(  | |) 
   | |  

 

  
 

  | |

   | |  

А)  (    )    |    |        

Б) Графіком функції є «кутик», зміщений на одну одиницю вгору. 

9.3.4. Перший член числової послідовності дорівнює 1, кожний із двох 

наступних дорівнює 2, кожний із трьох наступних дорівнює 3 і т.д. чому 

дорівнює 2019-й член цієї послідовності? 

Розв’язання 

2019-й член послідовності дорівнює найменшому натуральному числу п, 

для якого 1+2+…+п=
 (   )

 
 2019. Остання нерівність рівносильна 

нерівності п
2
+п-4038. Розвʼязком даної квадратної нерівності (враховуючи, 

що п - натуральне) є п≥
   √        

 
 

   √     

 
        Отже, останній 

член послідовності дорівнює 64. 

Відповідь. 64. 

9.3.5. Послідовність (аn) задається так: а1=7, аn+1 – сума цифр числа (аn)
2
. 

Знайдіть а2019. 

Розв’язання 

а1=7,    (а1)
2
=49,       а2=4+9=13, 

а2=13,  (а2)
2
=169,     а3=1+6+9=16, 

а3=16,   (а3)
2
=256,    а4=2+5+6=13, 
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а4=13,      (а4)
2
=169,     а5=1+6+9=16, 

а5=16,     (а5)
2
=256,      а6=13,   … і т.д. 

Отже, анепарне=16 і апарне=13, тому а2019=16. 

Відповідь. 16. 

9.3.6. Послідовність чисел починається з 7. Далі кожне наступне число – це 

сума цифр його квадрата, яка збільшена на 1. Знайдіть число, яке буде 

написано на 2019-му місці. 

Розв’язання 

Якщо перше число 7, то друге знайдемо по заданому правилу:  

7
2
 = 49, 4 + 9 + 1= 14. Наступне число буде: 14

2
 = 196,  1 + 9 + 6 + 1 = 17. 

Наступне число: 17
2
 = 289,  2 + 8 + 9 + 1= 20 і т.д. 

Обчислимо ще декілька членів даної послідовності: 

7,  14,  17,  20,  5,  8,  11,  5,  8,  11,  5, … 

Отже, починаючи з п’ятого члена послідовності, буде повторюватись 

одна й та сама трійка чисел 5,  8,   11. 

Оскільки 2019 – 4 = 2015, а число 2015 при діленні на 3 дає остачу 2, то на 

2019-му місці стоїть число 8. 

Відповідь. 8. 

9.3.7. Перше число послідовності дорівнює 3, а кожне наступне – сумі цифр 

куба попереднього числа. Знайдіть 2019-й член послідовності. 

Розв’язання 

а1=3,    (а1)
3
=27,       а2=2+7=9, 

а2=9,    (а2)
3
=729,       а3=7+2+9=18, 

а3=18,    (а3)
3
=5832,       а4=5+8+3+2=18. 

Всі наступні члени дорівнюють 18. 
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Відповідь. 18. 

9.3.8. Перше число а, друге число b, третє число дорівнює різниці між другим і 

першим, четверте – різниці між третім і другим і т.д. Яке число стоїть на 

2019-му місці? 

Розв’язання 

Послідовність чисел має вигляд: а, b, b – а, - а, - b, а – b, а, b, b - а, тобто 

періодична з періодом 6.  

Оскільки 2019 = 6 · 336 + 3, то на 2019-му місці стоїть число b-а. 

Відповідь. b-а. 

9.3.9. Сім натуральних чисел виписані в ряд. Кожне число, починаючи з 

третього, дорівнює сумі двох попередніх чисел. Яке максимально можливе 

значення може приймати перше число, якщо останнє дорівнює 2019? 

Розв’язання 

Нехай перше число дорівнює х, а друге – у. тоді третє число дорівнює х+у, 

четверте –  х+2у, пʼяте -  2х+3у, шосте -  3х+5у, сьоме -  5х+8у. отже, 

5х+8у=2019.  

Якщо х максимальне, то у мінімальне. Тобто нам треба знайти таке 

найменше у, щоб число 2019-8у ділилося на 5 (бо х - натуральне). Числа у=1; 

2 не підходять. А при у=3 отримуємо відповідь х=399. 

Відповідь. 399. 

9.3.10. Послідовність чисел починається з х1 = 2019, а кожне наступне число 

отримується з попереднього за правилом 
п

п
х

х
1

11  . Знайти х20 19. 

Розв’язання 
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. 

.201920181

2018

1

1
1

1
1

;
2018

1

2018

2019
1

2019

2018

1
1

1
1

;
2019

2018

2019

1
1

1
1

3

4

2

3

1

2











х
х

х
х

х
х

 

Отже, х1 = х4, тоді х5 = х2, х6 = х3, і т. д. Оскільки число 2019 кратне 

числу 3, то х2093 = х3 і .
2018

1
2019 х  

Відповідь. .
2018

1
2019 х  

9.3.11. Нехай у≠±1 і у≠0. Відомо, що    
   

   
,     

    

    
,     

    

    
,  … .чому 

дорівнює у, якщо            ? 

Розв’язання 

Маємо    
    

    
 

   

   
  

   

   
  

 
       

       
 

  

  
  

 

 
; 

   
    

    
 

 
 

 
  

 
 

 
  

 
    

    
 

   

   
;    

    

    
 

   

   
  

   

   
  

 
       

       
 

  

 
    

Отже,      ,      ,      , … . Оскільки 2019=4·504+3,то       

   
   

   
  Тоді 

   

   
     ,  у+1=2019-2019у,  2020у=2018,  у=

    

    
 

    

    
. 

Відповідь. 
    

    
. 

9.3.12. Дано нескінченний ряд чисел: 2; 6; 12; 20; 30; 42; … . Вкажіть 

закономірність і знайдіть число, яке стоїть на 2019-му місці. 

Розв’язання 

Зауважимо, що різниця між другим і першим числом: 4=2·2, між третім і 

другим числом: 6=2·3, між четвертим і третім 8=2·4, і т.д., тобто різниця 
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між сусідніми числами збільшується на 2. Отже, різниця між 2019-им і 

2018-им числом дорівнює 2·2019. 

Таким чином, 2019-е число відрізняється від першого на 

S=2·2+2·3+2·4+…+2·2019. Отже, 2019-е число дорівнює 

2+S=2+2·2+2·3+2·4+…+2·2019=2·(1+2+3+…+2019)=2·(1+2019)·2019:2= 

=2019·2020=4078380. 

Відповідь. 4078380. 

9.3.13. Перший член послідовності дорівнює 2019. Кожний наступний дорівнює 

сумі цифр попереднього, помноженій на 19. Знайдіть 2019-ий член 

послідовності. 

Розв’язання 

Обчислимо декілька перших членів послідовності. Отримаємо: а1=2019; 

а2=(2+0+1+9)·19=12·19=228; а3=(2+2+8)·19=12·19=228. Оскільки при 

обчисленні кожного наступного числа використовується тільки попереднє 

число, то далі члени послідовності будуть повторюватися. Тому а2019=228. 

Відповідь. 228. 

9.3.14. Знайдіть суму: 1
2
-2

2
+3

2
-4

2
+…+2017

2
-2018

2
+2019

2
. 

Розв’язання 

1
2
-2

2
+3

2
-4

2
+…+2017

2
-2018

2
+2019

2
=1

2
+(3

2
-2

2
)+(5

2
-4

2
)+…+(2019

2
-2018

2
)= 

=1+5+9+13+…+4037=(1+4037):2·1010=2019·1010=2039190. 

Відповідь. 2039190. 

9.3.15. Знайдіть суму: 1+2·2+3·2
2
+4·2

3
+…+2019·2

2018
. 

Розв’язання 
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Нехай шукана сума дорівнює S, тобто S=1+2·2+3·2
2
+4·2

3
+…+2019·2

2018
. 

Тоді 2S=1·2+2·2
2
+3·2

3
+4·2

4
+…+2019·2

2019
.  

Віднімемо від другої рівності першу:  

2S-S=(1·2+2·2
2
+3·2

3
+4·2

4
+…+2019·2

2019
)-(1+2·2+3·2

2
+4·2

3
+…+2019·2

2018
)= 

=-1+2(1-2)+2
2
(2-3)+2

3
(3-4)+2

4
(4-5)+…+2

2018
(2018-2019)+2019·2

2019
; 

Тоді S=-1-2-2
2
-2

3
-2

4
-…-2

2018
+2019·2

2019
; 

S=2019·2
2019

-(1+2+2
2
+2

3
+2

4
+…+2

2018
). 

В дужках маємо геометричну прогресію, в якій b1=1, q=2, п=2019. Маємо 

S=2019·2
2019

-
  (       )

   
 2019·2

2019
-(2

2019
-1)=2019·2

2019
-2

2019
+1= 

=2
2019

(2019-1)+1=2018·2
2019

+1. 

Відповідь. 2018·2
2019

+1. 

9.3.16. Знайдіть суму: 9+99+999+…+     ⏟    
          

. Скільки разів у підсумковому 

результаті записана цифра 1? 

Розв’язання 

Перетворимо вираз: 9+99+999+…+     ⏟    
          

=(10-1)+(100-1)+…+(10
2019

-1)= 

=     ⏟    
    

0-2019=     ⏟    
    

      

Отже, цифра 1 записана 2015-1=2016 разів. 

Відповідь. 2016 разів. 

9.3.17. У перший квадрат вписано перше коло, у коло вписано другий квадрат і 

в нього – друге коло і т.д. Знайдіть відношення площі першого квадрата до 

площі 2019-го. 
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Розв’язання 

Сторона будь-якого квадрата з описаної послідовності дорівнює діагоналі 

наступного, тому що обидві вони дорівнюють діаметру проміжного кола. 

Відношення сторін послідовних квадратів є √ , а відношення площ дорівнює 

(√ )
 

    Тоді шукане відношення дорівнює 2
2018

. 

Відповідь. 2
2018

. 

 

Тема 4. Правильні многокутники 

9.4.1. Правильний 2019-кутник розбили діагоналями, які не перетинаються, на 

трикутники. Доведіть, що серед них тільки один гострокутний. 

Доведення 

Коло, описане навколо правильного 2019-кутника, є описаним і для будь-

якого з утворених трикутників. Оскільки центр кола, описаного навколо 

правильного 2019-кутника, не належить ніякій діагоналі, то він потрапить 

усередину якогось одного трикутника. Цей трикутник і буде гострокутним. 

Усі інші трикутники будуть тупокутними, оскільки центр описаного 

навколо такого трикутника кола знаходиться зовні нього. 

9.4.2. Правильний 2019-кутник розрізали діагоналями, які не перетинаються, на 

трикутники (таке розрізання називається тріангуляцією). Чи існує 

тріангуляція, яка містить прямокутний трикутник? 

Розв’язання 

Оскільки будь-який правильний многокутник є вписаним, то всі 

трикутники розбиття вписані в одне спільне коло. Але якщо трикутник 

прямокутний, то центр його описаного кола повинен співпадати з 

серединою гіпотенузи. Таким чином, вершини при гострих кутах 
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прямокутного трикутника, якщо такий існує, повинні бути діаметрально 

протилежні, але згідно непарності кількості вершин нашого правильного 

многокутника таких вершин не буде. 

Відповідь. Не існує. 

9.4.3. На шкільному математичному вечорі Незнайко заявив, що довів нову 

теорему: «Якщо в шестикутнику, вписаному в коло, всі кути рівні, то такий 

шестикутник правильний». «Подумаєш, у шестикутнику, - втрутився 

Невмійко. – Я можу довести аналогічну теорему навіть для 2019-кутника». 

Доведіть або спростуйте їхні твердження. 

Розв’язання 

Для шестикутника дане твердження неправильне. Наприклад, якщо А, С, 

Е та В, D, Н – вершини правильних трикутників, АВ≠ВС, то АВСDЕН, у 

якого всі кути рівні, не є правильним. Для 2019-кутника твердження 

правильне. Нехай А, В, С, D – чотири послідовних його вершини. Тоді 

ΔАВС=ΔDСВ за рівними двома відповідними кутами та спільною стороною 

ВС. Отже, також АВ=СD. А тому всі сторони, взяті через одну, теж рівні. 

Але, обійшовши таким чином по колу, одержимо, що й сусідні сторони рівні. 

9.4.4. Учень Незнайко вирішив намалювати опуклий 2019-кутник, всі кути 

якого виражаються цілим числом градусів. Допоможіть йому. 

Розв’язання 

Сума зовнішніх кутів довільного опуклого многокутника дорівнює 360°. 

Якщо вони виражаються цілим числом градусів, то многокутник не може 

мати більше, як 360 кутів. 

Відповідь. Не існує такого многокутника. 

9.4.5. Чи існує 2019-кутник, сторони якого послідовно дорівнюють 1, 2, 3, …, 

2019, і в який можна вписати коло? 
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Розв’язання 

Припустимо, що такий многокутник існує, і А, В, С є відповідно точками 

дотику вписаного в нього кола до сторін А2018А2019=2018, А2019А1=2019 та 

А1А2=1. Тоді ВА2019=АА2019<1, А2019А1=ВА2019+ВА1<2019. Отримане 

протиріччя доводить неможливість існування вказаного многокутника. 

9.4.6. Знайдіть суму зовнішніх кутів опуклого 2019-кутника.  

Відповідь. 360°. 

 

Тема 5. Декартові координати на площині 

9.5.1. У декартовій площині задано трикутник з вершинами в точках 

А(2018;2018), В(2019;2020), С(2020;2019). Знайдіть площу трикутника. 

Розв’язання 

Для зручності зробимо паралельне 

перенесення трикутника на вектор (-2018;-

2018) (паралельне перенесення зберігає 

рівність фігур і рівність їх площ). Для вершин 

отриманого трикутника збережемо ті ж 

позначення: А(0;0), В(1;2), С(2;1). 

Впишемо ΔАВС у прямокутник зі сторонами, паралельними координатним 

осям, з вершинами в точках А(0;0), D(0;2), Е(2;2), F(2;0). Площа 

прямокутника АDЕF становить 2·2=4 (квадратних одиниць). Трикутник 

АВС одержимо, вирізавши з АDЕF трикутники АDВ, АFС, ВЕС, площі яких 

становлять 1, 1 і 0,5. Відповідно до цього знайдемо площу трикутника АВС: 

4-2,5=1,5 (квадратних одиниць). 

Відповідь. 1,5 квадратних одиниць. 
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Тема 6. Симетрична стратегія в ігрових задачах 

9.6.1. 2019 виноградинок викладені одна за одною. Дівчинка та хлопчик беруть 

по черзі або одну, або дві сусідні виноградинки. Розпочинає дівчинка. Хто 

виграє при правильній грі? 

Розв’язання 

Виграє дівчинка, якщо вона зʼїсть центральну виноградинку, яка лежить 

на 1010-му місці, а потім братиме виноградинки, симетричні тим, які візьме 

хлопчик. 

Відповідь. Виграє дівчинка. 

9.6.2. Дано смужку розміром 1х2019.двоє учнів грають у гру, по черзі роблячи 

свої ходи. За один хід потрібно закреслити одну довільну клітинку смужки 

або деякі дві послідовні клітинки. Програє той, хто не зможе зробити хід. Хто 

може забезпечити собі виграш – перший гравець чи його суперник? 

Розв’язання 

Перемогу може забезпечити собі перший гравець. Першим ходом він 

закреслює 1010-ту (центральну) клітинку, а потім повторює ходи суперника 

симетрично відносно неї. 

Відповідь. Виграє перший гравець. 

9.6.3. На папері в рядок написані 2019 мінусів. Двоє гравців по черзі 

виправляють один чи два сусідніх мінуса на плюси. Виграє той, хто 

виправить останній мінус. Хто виграє в цій грі і як йому треба діяти? 

Вказівка 

Виграє перший, якщо буде ходити так, щоб після кожного виправлення 

розташування плюсів було симетричним відносно середини заданого рядка. 
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9.6.4. Заданий квадрат 2019х2019. Двоє грають в таку гру. Вони по черзі 

зʼєднують вузли сітки квадрату відрізками, причому зʼєднувати можна лише 

ті вузли, що належать одному квадрату 1х1 по стороні чи по діагоналі. 

Відрізки не повинні мати спільних точок. Програє той, хто не може зробити 

чергового ходу. Хто перемагає при правильній грі обох? 

Розв’язання 

Перший гравець виграє завдяки симетричній стратегії. Спочатку він 

зʼєднує по діагоналі дві вершини центрального квадрату, а далі просто 

притримується обраної стратегії. 

Відповідь. Виграє перший. 

9.6.5. Два гравці записують по черзі числа 1 і -1 в одиничні клітинки таблиці 

розміром 2019х2019. Після того, як всі клітинки заповнені, для кожного 

рядка, стовпця і двох діагоналей таблиці підраховується добуток чисел, які 

там записані. Доведіть, що гравець, який робить перший хід, може грати так, 

щоб серед цих добутків було рівно 2019 відʼємних. 

Розв’язання 

Оскільки число 2019 непарне, то існує клітинка, яка є центром симетрії 

даної таблиці. Для кожної іншої клітинки існує клітинка, симетрична з нею 

відносно центра таблиці. 

Шуканою стратегією є така: перший гравець ставить -1 в центральну 

клітинку. Якщо другий гравець записує в деяку клітинку певне число, то 

перший гравець записує протилежне число в клітинку, яка симетрична 

клітинці другого гравця відносно центральної клітинки. 

Далі перший гравець контролює гру так, щоб серед утворених добутків 

було рівно 2019 відʼємних. 
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